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Introducciéon

En Fisica-Matemaética un tema de investigacion actual es el estudio y aplica-
ciones de las llamadas dlgebras de Clifford o dlgebra geométrica, las cuales permiten
describir propiedades de los objetos en el espacio tiempo y pueden exponer de manera
natural las propiedades del prépio espacio tiempo[21].

Un élgebra geométrica es una representacién algebraica de conceptos geo-
métricos. Un dlgebra que puede efectivamente describir las propiedades de objetos
en el espacio tiempo y las propiedades del mismo espacio tiempo, es de particular
importancia para los Fisicos tedricos. Diferentes dlgebras geométricas han sido de-
sarrolladas por Matemadticos y de vez en cuando algunas han sido adoptadas por los
Fisicos. Asi, durante el siglo diecinueve J. Willard Gibbs introdujo un dlgebra de vec-
tores para describir el espacio tri-dimensional, basado en las ideas del dlgebra exterior
de Grassmann y los cuaterniones de Hamilton. Con la aparicién de la teorfa de la re-
latividad de Einstein, una nueva dlgebra geométrica se hizo necesaria para describir el
espacio tiempo cuatro-dimensional, a tal dlgebra se le llamé dlgebra tensorial. Luego,
Pauli introdujo una nueva édlgebra para describir el espin del electrén, sucesivamente,
Dirac definio otra dlgebra que le permitia describir tanto la relatividad especial como
el espin. Cada uno de estos sistemas, dlgebra vectorial, tensorial, las dlgebras de Pauli
y Dirac, son dlgebras geométricas con propiedades especiales para la Fisica y por ello
cada sistema es usado en la actualidad. El desarrollo de una estructura que combine
las virtudes de todos los sistemas anteriores es el principal objetivo de las dlgebras
de Clifford de multivectores (o multiformas) o también llamadas dlgebras geométrica
de multivectores.

Esta monografia consta de tres capitulos, en el primero de ellos, definire-
mos los objetos matemdticos llamados multivectores como n-uplas de k-vectores y
mostraremos una construccién de un dlgebra de Clifford o también llamada &dlgebra
geométrica de multivectores. Introduciremos el producto exterior formando el dlgebra
exterior de multivectores, el producto escalar y los productos contraidos a la derecha
e izquierda de donde se construye el dlgebra interior de multivectores. Los productos
antes mencionados nos permitirdn definir un &lgebra de Clifford de multivectores o
dlgebra geométrica de multivectores. Este capitulo esta escrito con muchos detalles,
de manera que cualquier estudiante de Licenciatura en Matemdtica o Licenciatura en
Fisica que haya cursados las asignaturas bésicas de dlgebra lineal pueda comprender
el material exhibido.

En el segundo capitulo, aplicamos las estructuras algebraicas estudiadas ante-
riormente en el drea de las ecuaciones en derivadas parciales, se definen los operadores
de Dirac asociados a distintas conexiones y se presentan algunas relaciones entre es-
tos operadores. Presentamos la ecuacién de Maxwell sobre el fibrado de Clifford y
mostramos su equivalencia con el sistema de ecuaciones de Maxwell en la formalismo
vectorial canénico. Finalmente, usando un operador de Dirac particular en R”, apli-
camos la teorfa a la mecdnica de fluidos, escribimos las ecuaciones de Navier-Stokes y
las ecuaciones de la magnetohidrodindmica en el formalismo de Clifford y mostramos
una representacién integral en términos de operadores proporcionados por el llamado
andlisis de Clifford, para cada sistema.
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En el tercer capitulo se presentan algunas aplicaciones en relatividad gen-
eral del formalismo de Clifford, esto es, se analizard la compatibilidad del princi-
pio de superposicién para los campos de Maxwell y el principio de conservacién de
energia-momento, més exactamente, se probard, que la energia y el momento de dos
diferentes campos de Maxwell arbitrarios, de energia finita, son aditivos y también
determinaremos un efectivo espacio tiempo de Weitzenbtck y un efectivo espacio
tiempo Lorentziano determinados por una configuracién del campo electromagnético
libre (sin fuente) "viviendo"sobre un espacio tiempo Minkoskiano y satisfaciendo la
ecuacion de Maxwell OF = 0, donde 0 representa el operador de Dirac esténdar.



Capitulo 1
ALGEBRA DEL ESPACIO TIEMPO

En este capitulo se pretende entregar los conceptos generales sobre las dlge-
bras de Clifford de multivectores, estructura algebraica que serd usada en los capitulos
dos y tres del texto. El capftulo comienza con los conceptos bésicos de dlgebra lineal,
como espacios vectoriales, aplicaciones lineales y multilineales, k-tensores y los pro-
ductos definidos en estas estructuras, estos tépicos son basicamente los contenidos
que se aprenden en las dos primeras asignaturas de dlgebra lineal que se dictan para
las carreras de licenciatura en Matemadtica o licenciatura en Fisica, en particular los
textos recomendados para detalles son los excelentes libros [3, 22]. A partir de la
definicién de multivectores el temas es méds especificos y no aparece, en general, en
los libros de dlgebra lineal o dlgebra tensorial, por lo que la bibliografia recomenda-
da es [11, 12], en estos articulos los autores introducen las algebras de Clifford de
Multivectores y realizan un detallado estudio del producto exterior de multivectores,
estructuras métricas, productos contraidos de multivectores y producto de Clifford,
que son los tépicos que discutiremos en este capitulo.

Sean V' y W espacios vectoriales reales de dimensién finita. Una funcién f :
V — W es llamada una aplicacién lineal o transformacién lineal de V en W, si
Yoi,vp € VyaeR: f(avy +v2) =af (v1)+ f(v2).

Una aplicacién lineal f : V — W se dice un isomorfismo de V' sobre W si f
es injectiva y sobre jectiva, el concepto de isomorfismo significa que en términos de
sus propiedades de espacio vectorial, V' y W no son distinguibles. En este caso V' y
W se dicen isomorfos y se escribe V ~ W.

Proposiciéon 1 Una aplicacién lineal es inicamente determinada por sus valores so-
bre una base. Dado un conjunto de valores en correspondencia 1 —1 con los elementos
de una base de V, existe una unica aplicacion lineal que tiene estos valores como sus
valores sobre la base

Demostracion. Sea f:V — W una aplicacién lineal y {e;} una base de V.
Necesitamos mostrar que f es determinada por los valores f (e;) € W. Para cualquier
v € V tenemos la tnica expresién coordenada v = a’e;, y como f es lineal, se tiene

f)=f(d'e;) =da"f(ei),

ast, f (v) depende de los valores f (e;) y de los a’, los cuales dependen de v y los e;.
Por otro lado, dado un conjunto de vectores w; € W, la férmula

f () = [ (d'e;) = a'w;
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define una aplicacién lineal. En efecto,
fw+71) = f(dei+a'e) = (' +a) wi = f (v) + [ (D)

flav)=f (aaiei) = aa'w; = af (v).

u
Corolario 2 Si dimV = dim W, entonces V. y W son isomorfos.

El conjunto de las aplicaciones lineales f, g, ... de V en W forma un espacio
vectorial lineal, el cual se denota por L (V,W).
Se define la suma de las aplicaciones lineales f y g por

(f+9) () =) +g(v),

y el producto por escalar de a € Ry f por

(af) (v) = af (v)

para todo v € V. Es trivial verificar que f + g y af son aplicaciones lineales y que
L (V,W) es un espacio vectorial bajo estas operaciones.

Examinemos ahora, que forma toma una aplicacién lineal en términos de
componentes con respecto a las bases. Supongamos que dimW = dy y dimV = do,
y que {e;} es una base de V, {€,} es una base de W. El indice « serd usado como
un indice de suma corriendo desde 1 a di, e 7 correrd de 1 a do. Para una aplicacién
lineal f : V — W podemos escribir las expresiones coordenadas para f (e;) como

f (&) = ajeaq, (1.1)

luego por la proposicién 1, f es unicamente determinada por sus valores bases af'e,
y asi, por la matriz (a$) y las bases {e;} v {€a}-

Proposicién 3 (a) Si dimV =dy y dim W = d;, entonces dim L (V, W) = dyds
(b) Si{ei} esuna base paraV y {€,} una base para W, entonces una base para

L(V,W) es Eé , donde Eé son las aplicaciones lineales definidas por (proposicion

1) | |
Eéei = 5?55.
(c) Si {f} es la matriz de f € L(V,W), entonces la expresion para f en

término de la base {Eé} es
f=f{E;.

Demostracién. Las E!, son linealmente independientes. En efecto, si af- Eé =

0, entonces
B

afEéei = aﬁ-éjég = a;

77 EBZO,
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y como €, son linealmente independientes, af = 0 para o = 1,...,d1 e ¢ = 1,...,da.
Ya que, por definicién de (f?),

f(ei) = fi'ea

y como

fi' Elei = fj'0]ea = f{Ca,

se sigue que f = fPE!. Asf los Eé generan a L (V,W), y como son linealmente
independientes forman una base. ®

El espacio vectorial L (V,R) es llamado el espacio dual de V' y es denotado
por V*. Note que, por la proposicién 3, si dim V' = n, entonces dim V* = n.

Existe una base natural para R, el nimero 1. Asi, de acuerdo a la proposicién
3, para cada base {e;} de V, existe una tunica base {si} de V* tal que

g'ej = 5; (1.2)

Las aplicaciones lineales £’ : V' — R definidas por (1.2) son llamadas la base dual de
la base {e;}.

Definicién 4 a) Un k-tensor contravariante sobre V es una aplicacion multilineal
t:V*x ... xV*=R.

b) Un k-tensor covariante sobre V' es una aplicacion multilineal
o:Vx..xV—=R

Teorema 5 El conjunto de todos los k-tensores contravariantes y k-tensores cova-
riantes forman espacios vectoriales reales, denotado por TV y T V* respectivamente,
con la suma de k-tensores contravariantes y k-tensores covariantes respectivamente
y multiplicacion por escalar.

Ejemplo 6 Sea t € T3V, entonces
t:V*x V" >R/ (w,0) — t(w,0),
sit(w,0) =—t(o,w) se dice que t es un 2-tensor anti-simétrico.

Definicién 7 Un k-vector sobre V' es un k-tensor contravariante sobre V totalmente
anti-stmétrico.

Teorema 8 FEl conjunto de todos los k-vectores constituyen un espacio vectorial real,
denotado por AFV, con la suma de k-vectores y multiplicacion por escalar.
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Ejemplo 9 Sea t un 3-vector sobre V
t: VXV *xV*—=R
donde
t (w1, ws,w3) = —t (wa, w1, ws) = —t (w3, wa,w1) = —t (w1, ws, w2) .

Definicién 10 Una k-forma sobre V' es un k-tensor covariante sobre V' totalmente
anti-stmétrico.

Teorema 11 FEl conjunto de todas las k-formas constituyen un espacio vectorial real,
denotado por AFV*, con la suma de k-vectores y multiplicacion por escalar.

Proposicién 12 Sit es un 2-vector, entonces t (w,w) = — t (w,w) = 0.

Proposicién 13 Si dimV = n, entonces dim T,V = dim T, V* = nF, esta proposi-
cion se demostrard mds adelante.

Proposicién 14 Si dimV = n, entonces dim A*V = dim AFV* = (Z) .

Definicién 15 Un 0-tensor contravariante es un nimero real y un I1-tensor con-
travariante es identificado con un vector.

Nota 16 Si k > 0, entonces dim T,V = n¥, luego dim ToV = n® = 1. Por otro lado,
si k =1, un I-tensor contravariante t : V* — R, es tal que t € (V*)* =V, luego t se
identifica con un vector.

Esquemaéticamente tenemos

|AV=R | AlV=V

| 0 — wvector | 1 — vector

Ay | A"V

(n—1) — vector | n — vector

| Escalar | vector Pseudo-vector |Pseud0 escalar
L @@=t [ ()=n r)=n [ ()=1

Ahora, usando el concepto de k-vector pasaremos a definimos los objetos
matematicos llamados multivectores, fundamenles para la construccién del algebra
de Clifford de multivectores. La metodilogia es andloga para la construccién de las
multiformas, usando el concepto de k-formas.

Definicién 17 Se define el conjunto de los multivectores como:

AV = { (X0, X1, Xa) € NV X ATV xx ATV

X ny n! &
Note que (k:) RCEDI <n”.
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Definicién 18 Sia € R y X,Y € AV, entonces se define la suma de Multivectores
y el producto por escalar como:

X+Y = (X07X17"'7Xn)+(}/by}/ia"'ayn)
aX = (aXp,aXy,...,aX,) € AV,

luego, con la suma y el producto por escalar el conjunto de los multivectores forman
un espacio vectorial real, denotado por AV, llamado espacio de multivectores sobre V.

Para calcular la dimensién de AV, recordemos la siguiente proposicion.

Proposicion 19 SiV y W son dos espacios vectoriales condimV =n ydim W = p,
entonces dimV x E =n + p.

Demostracion. Si {v;} y {w;} son bases de V' y W respectivamente, entonces
debemos demostrar que

{(1)170) PR (’Un,O) ) (Oawl) PR (07wp)} = {(Ui70) ) (Oﬂwj)} = {(vi>wj)}

es una base de V' x W, observe que i = 1,..,ny j =1, ...,p.
a) Sea A € V x W, entonces A = (A1,As) con A1 € V 'y Ay = W, luego

Al = All’Ul y A2 = A%w]
A = (Aiv;,0) + (o, Agwj)
= A3 (v3,0) + A3 (0,w)),

luego {(v;,0), (0,w;)} generan V' x W.
b) Ademds {(v;,0),(0,w;)} es linealmente independiente, en efecto. Si B €
V x W, podemos escribir

B = B! (v;,0) + Bg (0,w;),
luego si B (v;,0) + Bg (0,w;) = (0,0), debemos demostrar que B, Bg =0,Vi,].
B (vi,0) + B (0,w)) = (Bivi73§wj) =(0,0),
de donde Biv; =0y Bjw; =0y dado que {v;} y {w;} son bases de Viy W respecti-
vamente, se tiene que B%, B} =0,Yi,5. m

Ahora, usando la proposicién anterior podemos demostrar que la dimensién
de AV es 2™, en efecto

AV = ()4 () 4o ()
= i (n> n—k1k — (1 + 1>n —on. (13)
k=0 \k

Para relacionar los multivectores con los k-vectores es necesario introducir los
llamados operadores de proyeccién y de inclusién, asi como los operadores k-partes.
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Definicién 20 Vk =0,1,...,n; y X =(Xo,X1,..., X)) € AV se define el operador
T AV = AV ) m (X)) = Xy,

llamado operador de proyeccion k-componente.

Definicién 21 Se define el conjunto de multivectores homogéneos como:

ARy — {X(k) = (o, Oty Xy O 1, ) /X € A’“V} C AV

a) ARV es un subespacio vectorial de AV, es decir 0 € A®)V y la adicién de multi-
vectores k-homogéneos y la multiplicacién por escalar son también multivectores
k-homogéneos, ademss dim AV = dim AFV = (Z)

b) APV es linealmente isomorfo a AFV, en efecto, se puede definir el isomorfismo
Tk, COMO sigue:

s AV - APy, ot APV — ARy
Tk (Xk) = X(r); 7t (X)) = Xi
ABy

T O Tk = Ipky; TROT, =1

De lo anterior, si X = (Xg, X1, ..., X§) € AV, entonces usando la inclusién 7
y el operador proyeccién 7y, podemos escribir

n n
X = ZTk(Xk): Tkoﬂk(X),
k=0 k=0
ademads, se puede demostrar que
' Y si j#k
mom 0 ={ g %97 (1.4)

Otros operadores importante sobre AV son los operadores k-partes, definidos
por

Or : AV — AV tal que (X), =7 (mp:X), (1.5)
es decir, si X = (Xo, X1, ..., Xk, ..., Xp) , entonces
(XD, = (s Op—1, Xk, O 11, ) -

Como podemos ver, (), = 75 o 7.
Cada () es un operador lineal sobre AV.
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1.1. Producto Tensorial y Producto Exterior

1.1.1. Producto Tensorial de Tensores Contravariantes

Definicién 22 Sea v,w € V y p,0 € V*, se define el producto tensorial de v con w
como:

V23 (v,w) — v @w € TLV,
tal que

v@w(p,0)=p(v)o(w).

Proposicién 23 El producto tensorial de vectores es bilineal, esto es si v,w € V,
P, P1,P2,0,01,02 € V¥ y c € R, entonces

i) (0®w) (o1 + p20) = (0 & W) (p1,0) + (v ©w) (92, 0)
it) (V@ w)(p,o1+02) =(v@wW)(p,01)+ (vOW)(p,02)
i) (v@w)(cp,0) =c(veW)(p,0)
w) (vew)(p,co)=clvew)(po).

Proposiciéon 24 FEl producto tensoral de vectores es distributivo con respecto a la
adicion.

Demostracion. Si v, w,u € V, entonces

(v® (u+w)) (o, f)

a(v) B (u+w)

a(v) (B (u) + 6 (w))
a(v) B (u) +a(v) B (w)
= (v®u)(a,f)+ (e w)(x,pf)
=vRut+vew)(xpf)

estoes v @ (Ut w)=vRQuUu+vRw. A

Definicién 25 FEl producto tensorial de s € T,V por t € T}V se define como:
T.V xT;V > (S,t) —s®te T,V

tal que
sRE: VX .. xV"xV*x..xV* —R

k— wveces l— wveces

donde
(S ® t) (ph oy Pky Pl+1y «-vs Pk+l> =S (pla S Pk) 3 (pk+17 ) Pk+l) .

COM P1y s Phis ooy P+l € V.
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Proposicion 26 FEl producto tensorial es distributivo, esto es si s € TV, t € T}V y
r € T;V, entonces
i) sQ@t+r)=(s®t)+(s®T)

i1) t+r)Rs=t®s)+(res)
Demostracién. Demostraremos sélo la distributividad a la derecha, la dis-
tributividad a la izquierda es similar, sean p1, ..., pg, ..., pp+1 € V¥, entonces
(s @ (E+7)) (P1; s Phs P41 - Phtl)
$(P1y o Pk) (E+7) (Prt1s os P41)
$ (P15 s P) [t (Pht15 oo PRtt) + 7 (Pl 1, oo Ptt)]
(

S

P15 -",Pk) 3 (pk-i-la ceey Pk-i—l) +s (pla ey pk) r (Pk+la cey pk-l—l)

S@U(P15 w5 Phis Pt 1y oo Ptl) T 8 @ T (P1, v Phis Pht1s o5 PhAL) 5

luego
sQ@t+r)=(st)+(s®7).

[
Proposicién 27 Si dimV = n, entonces dim T,V = dim T,V = n*.

Demostracién. Sea {e;} una base de V' y {52} su base dual, demostraremos
que {e;; ®e;, ® ... ®e;, } es una base para T;V, con i1, ...,i; = 1,...,n, de donde el
resultado.

a) Observe que si 77 € V*, entonces 7P = af e?, luego

T (ej) = af&i (ej) = fé; = a? — 7P = 1P (¢;) €.
Por otro lado, si 71, 72, ...,Tk € V* ysea A € T}V, entonces
A2, Tk) = A (7! (ey) e, .., ™ (e;,) g'v)
=A(eh, . e%®) Tl (e;) .7 (e3))

=AMthe @ .. R e, (7'1, ...,Tk) ,

de donde A = Altike; ® ... R ey, , luego {e;; ® ... ® e;, } genera a Ty V.
b) Ademds {e;, ® ... ® e;, } es linealmente independiente, en efecto si B ¢; @
... ® e;, = 0, entonces

Bn....lkeil ®...Q €, (6‘]1, . 6]k) =0,
lo cual implica
il....’ik jl . ]k . _ ’Ll’Lk jl ]k — .71.719 _
B el (i) ...e’* (e;,) = B 6, ...0 =B =0,

de donde ¢;, ® ... ® ¢;,, son linealmente independientes. m
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Nota 28 En resumen se puede demostrar que el espacio vectorial de los k-vectores,
TV, dotado del producto tensorial, @, forma un dlgebra asociativa, llamada dlgebra
tensorial. Por otro lado, sabemos que AFV C TV, de este modo si p, Y € ARV,
entonces p,1) € TR,V y o @ ¥ € To,V, luego cabe prequntarse si ¢ @ 1) € A*V, la
respuesta es no. Asi es necesario introducir un nuevo producto que sea una operacion
interior en AV.

1.1.2. Producto Exterior o Producto de Grassmann

Para introducir un producto en el espacio de los k-vectores es necesario definir
un operador, llamado operador de anti-simetrizacién, de modo que al operar dos k-
vectores el resultado sea también un k-vector, esto es

APV x AV 3 (g, ) — o A e APV
Definicién 29 FEl operador de anti-simetrizacion
AT,V — AFV

se define como:
i) Sik=0 ; Aa=a, Ya € R.

i) Sik=1 ; Av=v, Yv e V.

1 . )
iii) Sik>2 ; (At)(wy,...,w) = Egll""”kt (Wiyy ooy Wiy, )

donde 41, ...,i = 1,..., k y corre la convencién de Einstein, es decir suma sobre
los indices repetidos.

Nota 30 FEl simbolo de permutacion de orden k, €'\ es definido como sigue

1 Sii1,...,1 €s una permutacion par de 1...k
g = ¢ —1 S1 i1, ...,1, es una permutacion impar de 1...k
0 Si hay indices repetidos.

Proposicién 31 FEl operador de anti-simetrizacion A es lineal.

Demostracion. Sean t, s € T3V, entonces

1 . .
A(t+s) (wr, ., wg) = yg“’""“ﬂ (t+ 8) (wiy, ..., wi,)

= At (wy, ..., wg) + As (w1, ..., wg)
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Ejemplo 32 Si k = 2, entonces

N 1 Siij es una permutacion par de 12
el =47 —1 Siij es una permutacidn impar de 12
0 St hay indices repetidos
Asi
o . 21, 21 . 2o
Si k = 3, entonces
- 1 Siijk es una permutacion par de 123
gk = 1 Siijk es una permutacion impar de 123
0 Si hay ndices repetidos
Ast
Q2 L Bl B2 . 2By . 2 g 32
=0 ; 22=0,%=0; 2=0=...=0 (3 valores).

Ejemplo 33 Considere t € TyV, entonces At € A2V se calcula como sigue, dados
w1, w2 € 1%
1 ..
(At) (w1, we) = gs”t(wi,wj)
1
= 5 [t (w17w2) - t(OJQ,CU]_)} )

At se dice el anti-simetrizado de t. Observe que si t € A?V, esto es t (w1, ws) =
—t (wg,w1), entonces

(1.6)

(.At) (wl, WQ) = [t (wl, CUQ) +1 (wl,oug)] =t (wl, wg) s

N —

por lo tanto At = t.
Ahora considere t € T3V, entonces At € A3V se calcula como sigue, dados
w1, wW2,ws € V*

1 ..
(At) (w1, wo,w3) = gf”kt (wi, wj, wr)
1
= g[t (w1, w2, ws) +t (w2, w3, wr) + t (w3, wi,ws)

—t (w2, w1, w3) — t (w1, w3, w2) — t (w3, w2, w1)]
At se dice el anti-simetrizado de t.

Definicién 34 Sean X, € APV e Y, € A1V, se define el producto exterior o producto
de Grassmann entre X, e Y, como

(pr+9q)

Xp A Yq = plg!

A(X, ®Y,) € APHV. (1.7)
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Ejemplo 35 1) Sia, 8 € R, entonces

(0+0)!
010!

alf= Ala® pB) =1A(aB) = ap.

2) Siae Ry X, €AV, entonces

|
aNX,= (00—:—(]?)',4 (a® Xy) = A(aX,) = aA (X)) = aX,.
3) Siv,w €V, entonces
|
v/\w:(1“)'A(U®w):2¢4(w®w)- (1.8)

!
Por otro lado, si p1,p2 €V y usando (1.6) tenemos

A(wew) (p1,p2) [(v®@w) (p1,p2) — (v @ W) (p2, p1)]

N~ N~ N~ N~ N

[(v®w) (p1,p2) — p2 (v) p1 (w)]

[(v®w) (p1,p2) — p1 (W) p2 (V)]

[(v@w) (p1, p2) — (w @) (p1, p2)]

[(v©w) = (wev)](p1,p2)

de donde A(v@w) = =[(v@w)— (w®uwv)|]. Luego de (1.8) tenemos que

N | —

VAW =0QW—wR.
En general, se puede demostrar que A(At®@u) = A(t® Au) = A(t®@u) de
lo cual resulta que o
V1A LAY =Ry @ @ vy,
Teorema 36
a) Ley distributiva: V V),, W, € APV y X, Y, € A1V,
(Vo + W) AXy =V, A X+ W, A X, (1.9)
Vo N Xq+Yy) =V AXy+V, NY,. (1.10)
b) Ley asociativa: V X, € APV Y, € AV y Z, € A"V,
(Xp AY) A Zyp = Xp A (Yy A Zy) . (1.11)

¢) V X, € APV Y, € AV,
X, A Y, = (~1)P Y, A X,,. (1.12)
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1.1.3. Producto Exterior de Multivectores

Definicién 37 Sean X,Y € AV, se define el producto exterior de X por'Y, denotado
por X NY, por

X/\Y:éof:ork (7 (X) Ay (Y)). (1.13)

Nota 38 En la definicion anterior aparece el producto exterior de j-vectores por
(k — jg)-vectores, como definidos por la ec. (1.7), lo cual significa que

k
T (XAY) = > m (X)Am—; (Y), para cada k=0,1,...,n (1.14)

j=0

ysi X = (Xoyeoy Xiey oo, Xpn) y Y = (Yo, ..., Y, ..., Yy,) , entonces
k n
XANY = | XoYo, ..., ZXj/\kajv"w ZXj/\Yn—j . (115)
Jj=0 j=0

Este producto exterior es una ley interna de AV.

Con el objetivo de probar que el producto exterior, definido por la ec. (1.13),
satisface la ley de asociatividad tendremos en cuenta la siguiente igualdad

ko Kk
D2 Xi NYjmi N Zg—g) = 30 3 Xj N(Yi N Zp—ji) s
7=0i=0 7=0i=0

y la ec. (1.10). Asi, usando la ec. (1.14) obtenemos

e (XAY)NZ) =

-

j
T (XAY)Amp—j (Z) = X2 (Z Xi AYM) N Zi—j
=0 j=0 \i=0

ko ko
=2 X (XinYj i) ANz =2 > XiN(Yjmi A Zk—j)
§j=0i=0 §=0i=0
k k—j k k—j
=2 Y XiANYiNZp—j—i) = 2 X; A Yi N Zy—j—i
j=01i=0 =0 =0

Zk:Xj/\ﬂ'k,j(Y/\Z):Wk(X/\(Y/\Z)).
j=o

Las leyes distributivas a la derecha e izquierda son consecuencias de las ecs. (1.9) y
(1.10) respectivamente.

El espacio de multivectores AV dotado con este producto exterior es un alge-
bra asociativa, llamado dlgebra exterior de multivectores.



Algebras y Fibrados de Clifford con Aplicaciones 21

1.2. Estructuras Métricas

Dotemos a V, el cual sigue siendo un espacio vectorial real de dimensién finita,
con un tensor métrico g, es decir con un 2-tensor covariante simétrico y no degenerado,
esto es una aplicacién bilineal g : V x V — R tal que

g (v, w) =g (w,v) para todo v,w € V. (1.16)

Si g(v,w)=0 para todo w € V, entonces v = 0. (1.17)

El par (V, g) es llamado una estructura métrica para V' y es usual escribir
g (v, w) =v-w, (1.18)

a lo cual se le llama producto escalar de los vectores v, w € V.
Sea {ej} una base para V' y sk} su base dual para V*. Como es conocido,
{e"} es la tinica base de V* tal que ¥ (¢;) = 5;?.

k

Nota 39 Observe que si v € V, entonces v = v¥ey, luego

el (v)=¢ (vkek) = vl (ef) = Uk(Si =7,
de donde, podemos escribir v =¥ (v) ey.

Dado gjr = g (ej,€ex), y como sabemos por definicién g es no degenerado, se
sigue que det [g;r] # 0. Entonces, existe la matriz inversa de [g;z], digamos [gﬁk] ,
con entradas ¢/, tal que gksgsj = gj595k = 5;-“.

Definicién 40 Sean w,o € V*, se define el producto escalar de w con o por
9" (w,0) =w-0=g%w(e;) o (e)) (1.19)
donde g**gsj = gjsg°* = 5;“.

Nota 41 Observe que g* depende de la base {ex}. Es decir, si tenemos otra base,
digamos {€x} , entonces g;; = g (@i, €;) es tal que

?lsgsj = 6;

959 =97,

Sin embargo g* (w,0) = w -0 = g¥w (e;) o (¢j) no depende de la eleccion de la base
{ex} . Antes de probar este hecho, probaremos algunos resultados

Proposicién 42 Sea {e;} una base de V' y sea {sl} su base dual, entonces

g* (8j,€k) — gk (1.20)
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Demostracion.

g* (sj, sk) = gPlel © ek (ep,eq)
= gPel (ep) eF (e4)
= g0 = "

||

Teorema 43 a) Dada un base {e;} de V, existe una unica base {¢'} de V, tal que
g (ej,ek) = 5;“. La base {ei} es llamada la base reciproca de {e;} con respecto
a la métrica g.

b) Dada un base {52} de V*, existe una tinica base {e;} de V*, tal que g* (6j, ep) = 5%.
La base {e;} es llamada la base reciproca de {EZ} con respecto a la métrica g*.

Demostracién. Basta definir
ek = g* (8’“,55) es ; e€r=g(ex,es)eE® (1.21)
y observar que ef = gFe, y 1, = grse® donde gksgsj = 5;? y gjsgs’“ = 6}“. Entonces,

g(ej.e®) =g(ej,ges) = g*g (ej, es)

= g*gj = g™ g = OF,

g* (¢l ex) = 9" (¢, grse®) = grsy™ (¢7,€°)
= gksgjs = gksgSj = 5%
[
1.2.1.  Componentes Métricas de Vectores y Formas

Sea v € V, si {e;} es una base de V' y {El} su base dual, sabemos que v se
puede escribir como v = &* (v) e, independiente si V' posee métrica o no. Suponga que
dotamos a V' con la métrica g, de modo que {e;} sea una base ortonormal, entonces

v=1v'e; ; donde los coeficientes v’ son tnicos,
de donde )
g (v, ek) =g (vze,-, ek)
=vig (e,-, ek) = viok = ok,
Asi,
v=yg (v,ek> ek (1.22)

De la misma forma, podemos escribir v € V. en término de la base reciproca
{e'} de {e;}, esto es

v=uwv;e" ; donde los coeficientes v; son 1inicos,
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de donde )
g(v,er) =g (vie', er)
= ;g (ei, ek) = U@'(Si = vg.
Asi,
v=g(v,ep)er. (1.23)
Definicién 44 a 0% =g (U,ek) se le llama forma métrica de las componentes con-

travariantes de v y a vy = g (v,ex), se le llama forma métrica de las componentes
covariantes de v.

Sea w € V*, si {5’} es una base de V* y {e;} su base reciproca con respecto
a la métrica g*, entonces

w=uwie" ; donde los w; existen y son unicos,
de donde,
g (w,er) = g* (wic’, &)
= w;g* (si,sk) = w;0}, = wy.
Asi,

w=g" (w,ep) " (1.24a)

De la misma forma, podemos escribir
w=g" (w,sk) k- (1.25)

Definicién 45 a wi, = g* (w,ex) se le llama forma métrica de las componentes co-
variantes de w y a w* = g* (w,ak) €k, se le llama forma métrica de las componentes
contravariantes de w

Proposicién 46 Sean {e;},{e;} dos bases distintas de V y {'} , {g'} sus respectivas
bases duales, entonces

Gi; = 9 (€,ej) = @e1(2i,25) g (ep, eq) = €8 @ € (€, €;) gpg- (1.26)
7' =g (E%,EJ) =Z QF (ep,eq) g (e, e?) =T @F (ep, eq) g™ (1.27)
Demostracion.

9ij = 9(@,¢8) =g (@)ep,e?(€))eq)
=P (ei) e (e;) g (ep, €q)
=P @ e9(€;,€5) gpg-
De la misma forma se prueba que

gij =z e (epa eq) gr.
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Proposicién 47 La matriz [ﬁ”] es la inversa de la matriz [ﬁij] .

Demostracién.
?isgsj = (' @2 (ep, eq) 9™) (51C (€5:25) 91)
=7 (e,) T° (eq) €F () (ej) 9" gk
=7 (ep) " (2% (eg) ©s) €' (€)) 9" g1
=% (ep) € (eq) €' (€)) gPgm
=2 (ep) el (€5) gPIgn
=% (ep) €l (£) g"* gr
=2 (ep) €' () 6 =F' (ep) € (&))
=2 (P (g)) ep) =F' () = 5§

de donde [‘“] es la matriz inversa a la izquierda de [ﬁsj] . Demostrar que [ﬁsj ] es la
matriz inversa a la derecha de [ysj] se hace en forma similar. m

Ahora estamos en condiciones de demostrar que g* (w, o) = w-o = g¥w (e;) o (e;)
no depende de la eleccién de la base {ey} . En efecto, sean {ex} y {€x} dos bases para
V, entonces si o,w € V* y usando la identidad (1.27), tenemos

g (w,0)=w- -0 =7g9w(e)o (¢

=w (E (ep) &) 0 (F (eg) ) 97
=w(ep)o(eq) g7 =g (w,0)

Nota 48 Notemos que de la ecuacion (1.21) ey =
g* (€k,88) es = g"es para todo k = 1,...,n, con g (aj,sk) =6 yyg (e ,ej) = ok,

Luego
g (ej,ex) = 9" (95s€°s Grpe®) = GjsGrpg™ (°,€P)

(1.28)
= 9js9kp9™" = gjsOf, = gjr = g (€, €x) -
De la misma forma
g (ej, ek> =gk =g (esj,sk) . (1.29)
Ast las igualdades (1.28) y (1.29) se pueden denotar como
€j €k = Gjk = €j - €k y el eF =gt =gl gF (1.30)

respectivamente.
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1.2.2.  Algunas relaciones entre tensores métricos

Los tensores métricos, con igual signatura, son relacionados por intermedio de
un operador asociado a cada uno de ellos, en lo que sigue definiremos estos operadores
y mostraremos estas relaciones. Las relaciones que pasaremos a demostrar juegan un
importante rol en Relatividad General y sera utilizado en el tercer capitulo de esta
monografia.

Sea {b;} una base de V' y {8*} su base dual, se define la métrica fiducial
sobre V asociada a {b;} como

n
b= Y p*epk
k=1
o més general se define la métrica fiducial sobre V' de signatura (p,q) como

p n=p+q
S(p,q) = Zﬁk®5k_ Z ﬁk®ﬁk-
k=1 k=p+1

Ahora consideremos una métrica arbitraria g sobre V, entonces podemos

definir un operador v : V — V| asociado a g, como

v (v) = > g (v,bg) by,

Eol
Lg=

tal operador recibe el nombre de operador métrico fiducial asociado a g.

Proposicién 49 Para todo v,w € V' se cumple que

g (v, w) =b(y(v),w)

o0 en otra notacion
veow=vw) w
g b

Demostracion. En efecto

]
De la misma forma, el operador métrico fiducial o asociado a S
definir como

p.q)» S€ puede

ov)= kX_:lS(p,q) (v, by,) by,
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observe que

n p n=p+q
o) =3 < 1ﬂk®ﬂk(’v,bj)*k2 ﬁk®ﬁk(vvbj)> bj

J=1 \k= =p+1
p i n=p+q i

=2 B%W)by— > BY(v)bg
k=1 k=p+1
p n=p+q

= > b(v,bp) b — > b(v,bg) by
=1 k=p+1

En particular,
] b sik=1,..,p
U(bk)_{ —by, sik=p+1,...n.

Otro importante operador que es fundamental mencionar es el operador ad-
junto, que a continuacién pasamos a definir con el fin de mostrar algunas propiedades
del operador asociado a una métrica.

Definicién 50 Dado el operador f € L(V), se define el operador adjunto de f,
denotado por fT e L (V), como el operador tal que Yv € V

e = (1))

—(£e);0) e

Proposicién 51 Yo, w € V y f € L(V) se cumple
o) w=v. f(w).

g

Demostracién. Si v,w € V, entonces

[
Ahora estamos en condiciones de probar que el operador asociado a g, i.e., 7,
es autoadjunto. En efecto, sea v,w € V

), w =v.y(w) =yw), v

:g(w,v) :g(v,w) :’y(’u)bw
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De la misma forma se prueba que el operador o, asociado a S, ) es autoadjunto.
También es posible demostrar que si 2y : V. — V es el operador identidad de V,

entonces

o = iy.

En efecto, sea v € V, entonces o2 (v) = o [0 (v)]. Por otro lado,
b k=1,.
2 . k> s D
o (bk)—a<{ by kzp—f—l,..,n)

entonces, colocando v = BF (v) b, podemos escribir
o2 (v) = 02 (8" (v) by)
= B¥ (v) iy (br) = iv (8% (v) b) = iv (v),

asi,
0’2 = iv.
Note que lo anterior es equivalente a colocar

o l=o.

Es posible calcular el determinante de un operador asociado a una métrica,
tomando en cuenta la siguiente definicién.

Definicién 52 Sea {e;} una base de V y {e*} su base dual. Entonces, si f € L(V),
el determinante de f es definido por
det[f] =[f(er) A A flen)] (g}, .., e")
= (" A AEM) [f(er), ..., [ en)].

Note que
det [f] =[f(er) Ao A fen)] (€1, .. ™)

el (fler) -+ &' (f(en))
= det : : :

() - e (en)

Proposicién 53 El operador asociado a la métrica de signatura (p,q), S(p.q), tiene

determinante (—1)7.

Demostracién. Tomemos la base {b;} de V' y su base dual { ﬁk} , entonces
de la definicién anterior tenemos

BH(a (b)) -+ Bl (o (bn))
det [0] = det : : = (-1
g (o (b)) -+ 5" (0 (bn))
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Proposiciéon 54 FEl operador asociado a g tiene determinante no nulo.

Demostracién. Tomando la base {by} de V' y su base dual {Bk} , tenemos

BY (v (b1)) - By ()
det [y] = det : : )

B (v (b)) - B (v (bn))

por otro lado,
90 0) = (Lo tutn) = So) 5 o)

g(bka bl) 6{ =g (bkab]) ’

|
M:

~

1

asi tenemos,
g(b1,b1) -+ g(b1,bn)
det [y] = det : : # 0.
g (bna bl) g (bn; bn)

|

También es posible demostrar que una métrica g y su operador asociado 7,
tienen los mismos autovalores los cuales son reales y distintos de cero.

Otro importante operador que juega un rol fundamental, cuando aplicamos la
presente teoria en relatividad general, es el operador "gauge"fiducial, el cual relaciona
los operadores métricos fiduciales de dos métricas de igual signatura.

Sea g una métrica sobre V' con signatura (p, ¢) y v su operador métrico fiducial
con autovalores Ay, ..., A\, € Ry con correspondientes autovectores vy, ..., v, € V.

Definicién 55 Sea {b;} una base de V', el operador b-Gauge de g es definido como

= ém(v - vk) by,

dondev-@kzvl;vk =b(v,vg).

De la definicién anterior, podemos ver que el operador adjunto de h, es dado

por
n

Wt (v) = kZ_f\/W(v br.) vk

i.e., hf # h. En efecto, sean v,w € V entonces,

Rt (v)-w=v-hw :v-<§\/|A_kw Uk bk>

n

= > V|| (v-bg) vk - w,
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Proposicién 56 Sea g cualquier métrica de signatura (p,q), entonces el operador
asoctado a g, i.e., v, puede ser escrito en términos del operador o, asociado a la
métrica S(p,q), COMO

y=htoooh.
Demostracién. Sea v € V, calculando directamente tenemos

hToaoh

Yo VI Ao (b)) - by (v - v5) v

i n
Jj=1k=1
=iiW Nl (b;) - b (v ) v

j=1k=1
p pt+q

+ZZ\/|)\ Aklo (b (v vj) vk
Jj=1lk=
pt+q p

+2° 2 VINAlo (b5) - b (v - v5) v
j=1k=1
pt+qp+q

=2 > VINAklo (b)) - be (v - vj) v,
J=1k=1

por otro lado, sabemos que

_ by, k=1,...p
U<bk)_{ by k=p+1,..n

luego podemos escribir,

hToooh( ZZVP‘)‘kéJkU vj)vp+0

J=1k=1
ptq
= Z (Al (0-vi)v = 32 Al (v-vj) v
Jj=1 J=p+1
ptq ptgq
+0 — Z Z \/|)\)\k53kv 7)]
j=p+1lk=pi1
p ptq
=2 ANv)vi+ 30 Aj(v-v)v;
Jj=1 Jj=p+1

Pero, v (vj) =\vj Vji=1,..,n, j=1,...,n,

Woooh(®) =3 (v vj)7(v;) = v<i<v~vj>vj>=v<v>,

ie,hfoocoh=7~ m
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Nota 57 De lo anterior se observa la siguiente relacion entre los determinantes
det [y] = det [hT] det [o] det [h] =
det [o] (det [h])? = (—1)7 (det [h])?.

Finalmente podemos enunciar el siguiente teorema relacioando las métricas
de igual signatura.

Teorema 58 Sea g cualquier métrica con signatura (p,q) sobre V, entonces Yv,w €

v
g (v,w) = Sp.q) (h(v),h(w))

Demostracién. Como v (v) = hf oo h(v),
gw,w)=yW)-w =hlfoooh() w
=coh(v)-h(w)
=o[h(©)]-h(w),
esto es g (v, w) = S ) (b (v),h(w)). =

1.2.83.  Producto Escalar de p-Vectores

Consideremos ahora, un p-vector X € APV, con p > 2. Entonces podemos
escribir X en términos de la siguiente férmula de expansién

1 4 .
X = Ele"'jpeh A Aelr, (1.31)
donde Xj, ;, = X (5j1, ...,5jp) son las j1, ..., jp-componentes covariantes de X con

respecto a la p-base tensorial {ejl ®...0 eJP} con ji, ..., jp = 1,...,m.

A continuacién, obtendremos una relacién entre las ¢i...¢p-componentes co-
variantes de X y las ji,..., j,-componentes contravariantes. Para ello, podemos usar
las ecuaciones (1.25) y (1.30), de donde

X (61-1, ...,6,-p) =X (ei1 ces €%, €, espasp)
=X (e%,...,e%) (e, - €sy) - (€5, - €5,)

=X (eh,..,e9) 85 (e, - esy) .. (€4, - €5,) 5

- J1---Jp
asi
1 ) ] ell . 6]1 e ell . e]p
Xll'lp = HXJIJP det e .. .. . (1.32)
€ip " Cj1 " €iy Cjy

Dado que hemos definido una estructura métrica (V, g) , podemos ahora dotar
APV con un producto escalar de p-vectores, de modo que por extensién podremos
también dotar al espacio de los multivectores A V' de un producto escalar.

El producto escalar de X,,,Y, € APV, en realidad X, -Y, € R, es definido por
los siguientes axiomas:
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Ax-i Para todo a,8 € R:

a-f=af producto real de oy B. (1.33)

Ax-ii Para todo X, Y, € APV, conp>1:

1 . .
X, Y, = ;!Xp (e, ., e") Yy (giy, -onn i)

1 ) )
= HXP (€iyseemr€ip) Yp (5”, ...,5”’) ,

(1.34)

donde {&;} es la base reciproca de {'} .

Es facil verificar que el nimero real definido por la ecuacién (1.34) no depende
de las bases {g;} y {5 } En efecto, usando las férmulas de expansion para 1-forma,
w=w-¢gje’, y tomando un par de bases reciprocas {¢”} y {e}} tenemos

X, (6", ..., €)Y, (5‘ s € )

11? ? T p
- Wl g, gt ipl g, gl ! ’
= Xp (e - gj,67, .., e% g5 & P)Yp(au,...,eip)
_ J1 J i1l L eJpl &
=X, (e, ...,e 1’)Yp(<€]1 erel sy €y ET’Ejp)

=X, (ejl, ...,571’) Y, (Ejl, ...,gjp) .

Asf, el producto escalar sobre AP V' estd bien definido, ya que es simétrico,
satisface las leyes distributivas, cumple la asociatividad mixta y es no degenerado, es
decir si X, - Y}, = 0 para todo Y}, entonces X, = 0.

Probaremos sélo la propiedad de no degeneracién. Elijamos, sin pérdida de
generalidad, Y}, = el A ... Aedr. Luego, debemos probar que si Xp- (ejl A A ejp) =0,
entonces X, = 0.

Usando la ecuacién (1.31), la condicién de dualidad de {e* } y {e}}, y tomando
en cuenta la ecuacién (1.32), tenemos que

Xp . (631 A A e]p) =0 = ]?Xp (5117 ___7511,) 5%1 Ell ( 51) - (6sp) 0
L S
— HXP (811,...,8%) (55151’;5231161: -0

= X, (¢h,...,eh) =0,

es decir, X;, = 0.
Para el caso especial de vectores la ecuacién (1.34) se reduce a

vow=¢" (v) g (w) =g; (v) e (w), (1.35)

estoes, g =¢e"®e; =¢;, @&,
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Note que la ecuacién (1.35) es consistente con la ecuacién (1.18). En realidad
tenemos

e (v)ei (w) = e (v) gijei (w) =" (v) g (i, ) &5 (w)
=g (v) e, e (w)e;) =g (v,w).
Lema 59 De la ecuacion (1.34) se puede obter la férmula

VL -wp o e V1 - Wk
(vl/\.../\vk)~(w1/\.../\wk):det . (136)
/I—)k .wl PEEEEY ’l)k.wk

la cual es la conocida férmula de producto escalar de k-vectores.

Demostracion. Usando las ecuaciones (1.34) y (1.35) y recordando la férmu-
la del determinante de k x k det [a;;] = %5i1"'ik6jl"'j’va,-1jl...aikjk. Un célculo directo
da

(1)1 VAN 'Uk) . (w1 VAN U)k)

==V A Avg (€%, %) wi A A wg (€gys -, E5,)

k!
1 91...0, ~S1 Sk 10k

=° €% (viy) ...€% (vj,,) € €o1 (Wy,) ...€5, (W5,)
T . . ..

= Eg“-"lkgjl'-'jkgsl (Uil) € (wjl) ..e5k (Uik) Es, (wjk)
1 . . .

B Efll“'lké‘]lu.]k (Uil ’ wjl) (Uik ’ wjk) )

= det [v; - wy] .

Ahora, podemos generalizar las ecuaciones (1.22) y (1.23) de modo a obtener una
férmula de expansién de k-vectores. m

k
Lema 60 Para todo X € /\ V' se cumplen dos formulas de expansiones

1 ; i
X = EX . (671 VANVAN 6”“) (ejl ARRA ejk)
! (1.37)

1 . )
= HX (e, Ao Nejy) (€ A LA eTR)

k
Demostracién. Para X € /\ V con k > 2, y recordando las ecuaciones
(1.32) y (1.31) existen nimeros reales tinicos X% y X; ;. con iy,..,i = 1,..,n
tal que
1

o 1 i i
X e A Aty = 1 Xt A At

X k!
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En realidad, tomando™" el producto escalar X - (ejl A ...ejk) , obtenemos que

X (A neh) = %X"lmik (eiy Ao Aeiy) - (e A Aelr)

1 eil . 6]1 e eil . e]k
= — X1k det
7 | |
eik el e eik . elk
_ %52113:)(“% = X,

es decir, X710k = X . (ejl A A ejk) . Andlogamente, podemos probar que Xj, ; =
X - (6]‘1 VAN /\ejk). |
1.2.4. Producto Escalar de Multivectores

El producto escalar de X,Y € /\V, esto es X - Y € R, es definido por

n

XV =) m(X) m (Y). (1.38)
k=0

Note que en el lado derecho aparece el producto escalar de k-vectores con 0 <
k < n, como definido por las ecuaciones (1.33) y (1.34). Esto significa que si X =
(X0, X1,.., X)) e Y = (Yp, Y1,...,Y,,), entonces

XY =) Xi- Y (1.39)
k=0

Usando las ecuaciones (1.33) y (1.34) podemos notar que la ecuacién (1.38)
puede ser escrita como

XY =XoYy+ Z%Xk (5“, ...,si’v) Yi (&iyy s €iy,)

h=0 (1.40)

"1 , ,
= XoYy + E EXIC (5i1>~-~75ik)Yk (E“,...,E%).
k=1"

Es importante notar que el producto escalar definido por (1.38) es un producto
escalar bien definido sobre /\V. Este es simétrico, satisface las leyes distributivas,
tiene la propiedad de asociatividad mixta y es no degenerado, esto es, si X -Y =0
para todo Y, entonces X = 0.

Ik o3 el llamado sfmbolo de permutacion generalizado de orden k.

ik

* 1.
Recuerde que &;;

JiL L. Jk
(51-1 (52-1 ) '
1y ey bl = 1,0y M

e .
Ty Je =1, m0

Q1. . . :
J1 Jk
Op Oy
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Sean X,,Y, € /\pV . Luego usando las ecuaciones (1.38) y (1.4) obtenemos

Pt X,, k=p Yy, k=q "

T (Xp) 7 (Yq) = Zﬂk o Tp (Xp) -+ Tk 0 74 (Yg)
k=0

Y2

n
La suma de la derecha de esta ecuacion es 0 = ZOk -0 a menos que exista

k=0
algun kg con 0 < kg < n tal que kg = p y ko = q. Obviamente vemos que para p # ¢

no existe tal nimero kg que satisfaga las condiciones requeridas. Pero, para p = ¢
trivialmente las satisface. Asi, de la ecuacién anterior se sigue que

0, sip#gq
T, (X)) - 14 (Yy) = ; : . 1.41

P( p) q(q) {Xp'Y}-;, sip=gq ( )
1.3. Productos contraidos

Para definir los productos contraidos es necesario introducir el llamado ope-
. . p .
rador de reversion, el cual es definido actuando sobre /\ V' como sigue:

~ /\pV - /\p‘/,
tal que X, — X, = (—1)%”(”71) X,. Aquf X, se lee como el reverso de X,.
El producto contraido a la izquierda de X, € /\pV yY, € /\qV con 0 <p<

g < n, es decir X,.Y; € /\q_pV, es definido por los siguientes axiomas
Ax-i Para todo X,,,Y), € /\pV :
XpaYp =X, - Yy = XY, (1.42)

Ax-ii Para todo X, € /\pV yY; € /\qV conp<q:

1 = _
" (g-p)! (Xp NN ezq_p) Yeei, Ao Nei,
1 —~ ‘ ‘
— o (T Ay ) Yigh n i,

XY,
(1.43)

El producto contraido a la derecha de X, € /\pV yY, € /\qV conn>p >

. pP—q . _— .
g > 0, es decir X,L Y, € /\ V, es definido por los siguientes axiomas
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Ax-i Para todo X, Y, € A"V :

XYy =X, Y= X, Yy (1.44)

Ax-ii Para todo X, € /\pV y Y, € /\qV conp>q:

1 y . ~

= mXp- (eu A...N\era /\YZI) e, N oo A\ Cip_q
1 > ) .

= HXP . (eil AN A €ip_q AY;I) SN A eir—a.

XpLY,
(1.45)

Note que el (¢ — p)-vector definido por la ec. (1.43) y el (p — ¢)-vector definido
por la ec. (1.45) no dependen sobre la eleccién de las bases reciprocas {e;} y {e’}
usadas para su calculo.

Tomemos ahora X, € /\pV yY, € /\qV con p < q. Entonces, para todo

Zg—p € /\quv se cumplen las siguientes identidades
(Xp¥y) - Zg—p =Yy (Xp A qup) : (1.46)

Para p < ¢ la ec. (1.46) sigue directamente desde la ec. (1.43) y ec. (1.37). Pero, para
p = q esto sigue trivialmente tomando en cuenta la ec.(1.42), etc.

Sean X, € /\pV yY, € /\qV con p > q. Entonces, para Z,_, € /\pqu se
cumple la siguiente identidad

(XpLYy) - Zp—q = Xp- (Zp—q A ?q) . (1.47)

Para p > ¢ la ec. (1.47) sigue directamente desde la ec. (1.45) y ec. (1.37). Pero, para
p = q esta sigue trivialmente tomando en cuenta la ec. (1.44), etc.

Presentamos ahora, las propiedades elementales de los productos contraidos
de p-vectores con g-vectores.

Para todo V,, W, € /\pV y X, Y, € /\qV conp<gq
(Vo + Wp)aXy = VpuXy + WpaXy,
Vpa (Xq +Yy) = VpuXy + Vp0Y, (ley distributiva). (1.48)
Para todo V,, W, € /\pV y Xg,Yg € /\qV conp>gq
(Vp+Wp)LXy = VoL Xy + Wy Xy,

Vo (Xg +Yg) = VX + VLY, (ley distributiva). (1.49)

Estas leyes son consecuencia inmediata de las leyes distributivas para producto exte-
rior y producto escalar.
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Para todo X, € /\pV y Y, € /\qV conp <gq

X0y = (~1)P Py, X, (1.50)

Esta identidad se demuestra usando las ecs. (1.46), (1.12) y ec. (1.47) esto es, (X,Yg)-
Zg—p =Yy (‘S(vp A Zq—p) = (_1)p(q_p) Yy (Zq—p A )?;) = (_1)p(q_p) (YouXp) - Zg—p,
asi, dado que el producto escalar es no degenerado, se sigue el resultado requerido.
1.8.1.  Producto contraido de Multivectores

Los productos contraidos a la derecha e izquierda de X,Y € /\V7 es decir
XiY € /\V y XLY € /\V, son definidos por

n n—k

XY =) " (w5 (X)amey (V) - (1.51)

k=04=0

n n—k

XY = ZZTk (T (X)L (Y)) . (1.52)

k=035=0
Note que en el lado derecho de la ec. (1.51) aparece el producto contraido a la izquierda
de j-vectores con (k + j)-vectores, como definido por las ecs. (1.42) y (1.43). En el
lado derecho de la ec. (1.52) aparece el producto contraido a la derecha de (k + j)-
vectores con j-vectores, como definido por las ecs. (1.44) y (1.45). Esto significa que

g (XJY) Zﬂ'] )omy; (Y) para cada k=0,1,...,n, (1.53)

m (XLY) = Zwkﬂ Jumj (Y) paracada k=0,1,...,n. (1.54)

Y, si X = (Xo, ..., Xk, ...,Xn) yY =(Yy,.., Y, ..., Y,), entonces

n n—Fk
X2 = (Y X0Y5, 0 Y X Wi o XoYa | (1.55)
" =0

n n—k
XY = | Y XY, Y XpjiYj, oo, Xt Yo | - (1.56)
- =~

Estos productos contraidos son leyes internas sobre /\V. Los productos 1y
L satisfacen las leyes distributivas, como ficilmente se puede verificar recordando las
ecs. (1.48) y (1.49), pero ambos productos no son asociativos. /\V dotado con cada
uno de estos productos contraidos es un dlgebra no asociativa la cual serd llamada
dlgebra interior de multiverctores.
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Sean X, € /\pV y Y, € /\qV. Entonces usando las ecs. (1.53) y (1.33),
tenemos que

n—=k
ke (75 (Xp)2mg (V) =) 507 (Xp) iy j 0 7 (Vo)
j=0

—k . :
:TLX:{OJ'J J#FD _‘{Ok+j, k+j#a
7=0

Xp, J=p Yo k+7=4q
n—k

La suma del lado derecho de la ecuacién anterior es O = ZOj_nOkﬂ-, para
§j=0

cada k = 0,1,...,n a menos que exista algin kg con 0 < ky < n tal que kg + p = q.
Asi, vemos que para p > ¢ no existe tal kg el cual pueda satisfacer las condiciones
requeridas. Pero, para p < ¢ tenemos que kg = ¢ — p es el inico nimero que satisface
lo requerido. Entonces, desde la ecuacién anterior se sigue que
7 (Tp (Xp)o1g (Yy)) = Ok, parap > gq
Tg—p (Tp (Xp) 7 (Yq)) = XpoYy, parap <gq.

Asi, considerando la ec. (1.26) finalmente obtenemos

|0, sip>q

7 (Xp)amg (Yy) = { Tap (X,0Yy), sip<q’ (1.57)
Anaslogamente a la ec. (1.57), podemos también obtener
|0, sip<gq

CAIENIGES L o (158

Terminamos esta seccién presentando dos férmulas notables relacionando pro-
ductos contraidos y escalares, ademds otras dos férmulas relacionando productos con-
trafdos con productos exteriores y escalares.

Lema 61 Para todo X,Y,Z € /\V
(X.Y)-Z=Y- ()? A Z) : (1.59)

(XLY)-Z=X- (Z A 57) . (1.60)
Demostracion. Daremos sélo la demostracién de la primera declaracion, la
otra es andloga. Desde la identidad de sumas

n n—k

n k
SN Apy - (BiACr) =D > Ap- (B ACrj)

k=03=0 k=0j=0
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y usando las ecs. (1.38), (1.52) y (1.14), un calculo directo nos lleva a

n n n—k
(X2Y)-Z =) m(X2Y) - Zk=> | XjYiyj | - Z
k=0 k=0 \ j=0
n n—k n n—k N
= D000 (K¥i) 2= 0% iy (X A )
k=05=0 k=05=0
n k N n k N
=33V (K50 Zes) =3 | XA 2y
k=04=0 k=0 =0
:Ejm-m(XAZ>:Yﬂ(XAZ)
k=0
| ]
Lema 62 Para todo X,Y,7Z € /\V
X.(YiZ)= (X NY).Z, (1.61)
(X\_Y) LZZX\_(Y/\Z). (1.62)

Demostracién. Probaremos sélo la ec.(1.61). La demostracién de la ec. (1.62)
es andloga.

Sea W € /\V. Usando la ec. (1.59) y la ley asociativa del producto exterior
de multivectores, obtenemos

(X2(Yo2)-W =(YJZ)- (fm W) ~Z. ((?AX) A W)
e ((m) AW) = (X AY).Z) W.
Asi, dado que el producto escalar es no degenerado, se sigue el resultado deseado. m

1.4. Producto de Clifford

Las dos dlgebras interiores junto con el dlgebra exterior nos permiten definir
un producto de Clifford de multivectores el cual es también una ley interna sobre
/\V. El producto de Clifford de X,Y € /\V, denotado por XY € /\V, es definido

por los siguientes axiomas
Ax-ci Paratodoa e Ry X € /\V :

(ro) X = X (1par) = X (multiplicacién escalar de X por «).
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Ax-cii Para todo X,Y,Z € \V:
(XY) Z=Y- ()?Z) - X. (ZY/)

Ax-ciii ParatodoveVy X,Y ¢ /\V :
[Xi(mv)+ X A (mo)]Y = X [(mv)Y + (mv) AY].

Nota 63 Observe que
Tox = (Oé, 01,09, ..., On) Yy v = (00, v, 03, ..., On)

El producto de Clifford es distributivo y asociativo. En lo que sigue probare-

mos la distributividad y daremos un bosquejo de la demostracién para la asociativi-
dad.

Lema 64 Sean A, X,Y € /\V, entonces
AX+Y)=AX+ AY

Demostracion. Sea Z € /\V yA XY € /\V, entonces usando el axioma-cii
tenemos

AX+Y)-Z :(X+Y).(ZZ) :X-(KZ)+Y-(,ZZ)
—(AX)-Z+(AY)-Z =(AX +AY) - Z

luego, dado que el producto escalar de multivectores es no degenerado, obtenemos el
resultado. m

Lema 65 Sean B, X,Y € /\V, entonces
(X+Y)B=XB+YB

Demostracién. Sea Z € /\V y B, XY € /\V, entonces usando el axioma-
cii tenemos

(X+Y)B]-Z =(X+Y)-ZB =X-ZB+Y -ZB
—(XB)-Z+(YB)-Z =(XB+YB) -Z

luego, dado que el producto escalar de multivectores es no degenerado, obtenemos el
resultado. m

Asi, por los dos lemas anteriores tenemos demostrada la ley distributiva del
producto de Clifford de multivectores. Para probar la propiedad asociativa del pro-
ducto de Clifford, es necesario probar algunas propiedades previamente.



40 E. Notte Cuello

Lema 66 (Una ley asociativa) Para todov €V y XY € /\V, entonces
[X (mv)]Y = X [(miv) Y]
Demostracién. Primero, observe que si 1 € R, entonces 19l € /\V,
() X =1X =X =X1= X (101)

luego 791 es el elemento identidad de /\V con respecto al producto de Clifford.
Ahora, si tomamos Y = 791 en el axioma (7i¢), tenemos

[Xl_(Tl’U) + XA (Tﬂ))] (7‘01) =X [(Tl?})J (7‘01) + (7'11)) VAN (Tol)]
y como 7yl es el elemento identidad
Xe(mo)+ XA (mv) =X[0+7 (vA1)] =X (Tv)

es decir,
X (mv) = X (mv) + X A (o). (1.63)

Por otro lado, si tomamos X = 191 en el axioma (4i%) , tenemos
[(T01) L(m1v) + (101) A (T10)] Y = (101) [(T1v)2Y + (11v) A Y]
y como 7ol es el elemento identidad y (791) A (11v) = 7041 (1 A v), tenemos
04+7(1AV)]Y =(rv)sY + (o) AY

es decir,
T1 (U)YI (7‘1’0)JY+(7‘1’U)/\}/, (1.64)

ahora, colocando (1.63) y (1.64) en el axioma (iii) , para todov € V, y X,Y € /\V,
tenemos

(X (r0)] Y = X [(rv) Y]. (1.65)

]
Nota 67 Observe que (1.63),(1.64) y (1.65) se obtienen sdlo del axioma (ii7) .
Lema 68 (asociatividad mizta) Si o € R y X, Y € /\V, entonces
(aX)Y =X (oY) = a(XY)
Demostracién. Sea Z € /\V, entonces usando el axioma (77) tenemos

(aX)Y]-Z =Y. [(&7{) Z} —Y. [(a)?) Z]

= (¥2) - (oX) =a|(v2) X

:a[Y-XZ} = (aY)- ()?Z) = X (aY) Z
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Entonces, dado que el producto escalar es no degenerado
(aX)Y =X (aY).
Por otro lado, usando la asociatividad mixta del producto escalar
(X)Y]-Z =alv-Xz] =a[(XY)- 7]
= [a(XY) - 7]
Es decir, dado que el producto escalar es no degenerado, tenemos
(aX)Y =a(XY).
|
Lema 69 (Otra ley asociativa) Para todo « € R, y XY € /\V
[X (r0a)] Y = X [(r000) Y]
Demostracién. Usando el axioma (i) y el lema previo, tenemos
X (r0a)]Y = (aX)Y = X (aY)
= X [(r00) Y]
|
Lema 70 Para todo X,Y € /\V, v,weV
[X (11v) (mw)]Y = X [(7v) (mw) Y]
Demostracién. Usando el lema previo
(X (r1v) (nw)] Y = [(X (110)) (nw)] Y
= [X (nv)][(nw) Y]
= X [(1v) (nw) Y]
[
Lema 71 Para todo B € /\2V yX,Y e \V
(X (2B)]Y = X [(n2B) Y]
Demostracién. Primero note que si B = %Bjkej Neg € /\2V, entonces

9B = %BjkTQ (ej Neg) = %Bjk (Tlej) A (1ier)
= 5 B* [(1e;) (11er) — 70 (¢ - e)]
- %Bjk (T1€5) (T1€K) — %BjkTo (ej - ex)

- %Bjk (11€5) (T1€x) — %To (Bike; - er)
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asf, como B7* es un término anti-simétrico y ej - e, es un término simétrico, entonces
B]kej -ex = 0, luego

1 .
B = gBJk (11€5) (T1€K) -
Ahora, estamos en condiciones de demostrar el lema, en efecto

(X (2B)]Y = [X (3;B* (11¢)) (11e1))] Y
7 B* (X (11¢5) (T1ex)] Y
3B X [(r1e;) (rier) Y]

X [5 B (11€5) (11e4) Y]

= X [(B)Y]

[
En general, se demuestra la asociatividad para k-vectores andlogo al lema
anterior y luego se realiza la demostracién para multivectores.



Capitulo 2
APLICACIONES DEL FORMALISMO DE CLIFFORD EN EDP

La estructura algebraica introducida en el capitulo anterior es una potente
herramienta matemadtica que permite una gran capacidad de cédlculo lo cual quedard
evidenciado en las aplicaciones de este capitulo y el posterior. En el presente capitulo
estudiaremos algunas aplicaciones en el campo de las ecuaciones en derivas parciales
(EDP), que involucran un importante operador, llamado operador de Dirac. Este
operador y su cuadrado ha sido extensamente usado en aplicaciones de la Fisica
tedrica, geometria diferencial y en andlisis matemadtico, por ejemplo ver [1, 2, 4, 9,
13, 32].

Una teoria del operador de Dirac y su cuadrado actuando en secciones del
fibrado de Clifford y secciones del fibrado de Spin-Clifford sobre el espacio tiempo de
Riemann- Cartan ha sido presentado en [41] y mds desarrollada en [27, 36], donde
se ha estudiado el operador de Dirac y el operador de spin-Dirac sobre los espacios
tiempo de Riemann-Cartan-Weyl, Riemann-Cartan y Riemannian (o Lorenziano),
ademds en dichos trabajos se presentaron algunas relaciones enre estos operadores
asociados a distintas conexiones.

Por otro lado, en el contexto del llamado analisis de Clifford se ha desarrolla-
do una teorfa basada sobre la descomposicién ortogonal de un determinado espacio
funcional, esta teorfa a mostrado ser una excelente herramienta para el estudio de
ecuaciones en derivadas parciales, en particular para el estudio de las ecuaciones de
la mecédnica de fluidos. Por ejemplo, en [6, 7, 15, 16, 38], se ha desarrollado un cél-
culo sobre dominios acotados y no acotados donde las ecuaciones se escriben sobre
un algebra de Clifford y usando esos resultados ellos investigan las ecuaciones de
Navier-stokes por medio de un principio de contracciéon de Banach.

El capitulo es organizado como sigue, en la seccién 2.1 nosotros introducimos
el operador de Dirac canénico @ (asociado a la conexién de Levi-Civita D de un campo
métrico g) actuado sobre secciones del fibrado de Clifford de formas diferenciales
Cl(M,g). En la seccién 2.2 introducimos el operador de Dirac @ (asociado con una
conexién arbitraria V) y también actuado sobre secciones de C¢ (M, g) y presentamos
una relacién entre el operador de Dirac canénico y el operador de Dirac en términos de
los tensores torsién y no metricidad. Posteriormente, en la seccién 2.3 se considera una
conexién métrico-compatible y calculamos en una forma simple y directa el cuadrado
del operador de Dirac sobre el espacio de Riemann-Carta y presentamos una relacién
entre estos operadores en términos de los tensores torsién y tensién. En la seccién 3,
presentamos la ecuacién de Maxwell sobre el fibrado de Clifford y en la seccién 3.1
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escribimos, desde la ecuacién anterior, la ecuacién de Maxwell en la forma vectorial
candnica. Finalmente, en la seccién 4, escribimos las ecuaciones de Navier-Stokes en
el formalismo de Clifford y presentamos una representacién integral en términos de
operadores proporcionados por el andlisis de Clifford.

2.1. Preliminares sobre el Algebra de Clifford

Para abordar las aplicaciones que tenemos en mente, es conveniente recordar
otro enfoque que permite introducir de manera equivalente el dlgebra de Clifford de
multivectores y un teorema concerniente al dlgebra de Clifford real. Sea V' un espacio
vectorial sobre el campo real R de dimensién finita, es decir, dimV = n,n € N. El
espacio dual a V serd denotado por V*.

Recordemos que el espacio de los k tensores (denotado por Ty (V*)), es el
conjunto de todas las aplicaciones multilineales 7, tales que

T Vix . xV* =R

y un multitensor 7 de orden m € N es un elemento de T (V) donde

T(V)=3 6T, (V)
k=0

m

delaformar = Y @7, con 1, € Ty, (V*), tal que todas las componentes 7, € Tj, (V)
k=0

de 7 son nulas para k > m. T (V) es llamado el espacio de multitensores.

El dlgebra exterior de V' es el dlgebra cociente
rw)
V=—-—
AV ==

donde J C T'(V) is el ideal bilateral de T' (V') generado por los elementos de la forma
u@v+vRu, conu,v € V.C T (V). Los elementos de A V son llamados multivectores.

Sea p: T (V) — AV la proyeccién canénica de T' (V') sobre A V. La multi-
plicacién en AV es usualmente denotada por A : AV — AV y llamada producto
exterior, entonces si A, B € AV, tenemos

ANB=p(A®B),

donde ® : T' (V) — T (V) es el producto tensorial usual.

Ahora, si dotamos el espacio vectorial V' con un tensor métrico, podemos
definir el algebra de Clifford CI (V, g) de un espacio vectorial métrico (V, g) como el
dlgebra cociente
rv)

Jg
donde J; C T'(V) es el ideal bilateral de T (V) generado por los elementos de la
formau®v+v®u—2g(u,v), conu,v €V C T (V). Los elementos de Cl (V, g) son
llamados algunas veces numeros de Clifford.

Cl(V,g) =
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Sea pg : T'(V) — ClL(V,g) la proyecciéon natural de T (V') sobre el élgebra
cociente Cl (V, g) . La multiplicacién en CI (V, g) es llamada producto de Clifford y se
define como

para todo A, B € Cl(V, g) . En particular, para u,v € V C Cl (V, g), tenemos
1 1
UV = §(u®v—v®u)+g(u,v)+§(u®v+v®u)—g(u,v)
luego,

1
pg(u®v)5uv:§(u®v—v®u)+g(u,v):uAU+g(u,U). (2.1)

Desde donde, obtenemos la relacién canénica que caracteriza el dlgebra de Clifford

Cl(V,g),
uv + vu = 2g (u,v). (2.2)

Observe que como el ideal J; C T'(V) es no homogéneo, de grado par, éste
induce una graduacién parcial en el algebra AV, es decir,

CL(V,g) =Cl°(V,g) ®Cl* (V,9)

con
o)

e Veg) = po (@7 (7))

=0

(V) = py ( & <v*>) |

Se dice que Cl(V, g) es un dlgebra graduada Zs. Los elementos de CI° (V, g) forman
una subdlgebra de Cl (V, g) , llamada subélgebra par Cl (V, g) , mientras que CI* (V, g)
no es un élgebra de Clifford.

El siguiente teorema, ver [8], nos permite deducir la universabilidad del dlge-
bra de Clifford de multivectores.

Si A es un é&lgebra asociativa con unidad, entonces cada aplicacién lineal
¢:V — Atal que

(¢ (u)? =g (u,u), (2.3)

para todo u € V, puede ser extendida en una tinica forma a un homomorfismo Cj :
Cl(V,g) — A, satisfaciendo la relacién:

6 =Cyop,. (2.4)

Sean (V,g) v (V',¢') dos espacios vectoriales métricos y ¢ : V — V' una
aplicacion lineal satisfaciendo

g (W (u), ¥ (v) = g (u,v) (2.5)

para todo u,v € V. Ahora, denotemos por Ay la extensién natural de 1, es decir, la
aplicacion lineal A : AV — A V’, llamada extensién potencia exterior, tal que:
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i) parase \°V c AV, Ay (s) = s,

ii) para cualquier multivector homogéneo ajA---Aay. € A"V C AV, a;e N'V =
V' tenemos

A (ar A Aear) =9 () A A (er) e N VI c AV
siA=@)_ A eN\V, Aj¢€ NV entonces

M) =P M) e AV, M) e TV

Luego, usando el teorema anterior podemos mostrar que existe un homomorfismo
Cy : CL(V,g9) — CL(V',g") entre sus dlgebras de Clifford tal que:

Cy o pg = pg o Aip. (2.6)

M4s atn, si V' y V' son espacios vectoriales métricamente isomorfos, es decir,
satisfacen (2.5), entonces sus algebras de Clifford son isomorfas. En particular, dos
algebras de Clifford Cl (V, g) y Cl (V', ¢’) con el mismo espacio vectorial subyacente V'
son isomorfas si y s6lo si, las métricas g y ¢’ tienen la misma signatura. Esencialmente,
existe s6lo un dlgebra de Clifford (como algebra graduada) para cada signatura sobre
un espacio vectorial dado V.

Otra importante consecuencia de la universabilidad es que Cl (V, g) is isomor-
fa, como un espacio vectorial sobre R, al dlgebra exterior A V. Existe una inmersién
natural AV < CI(V, g). Entonces Cl (V, g) es un espacio vectorial 2"-dimensional y
dado A € Cl(V, g) podemos escribir

A = <A>r ?
=0

r

donde (A), € A"V < CI(V,g) es la proyecciéon de A en el \"V subespacio de
/\ V.Finalmente, los elementos de CI (V,g) son también llamados multivectores y, si
A = (A), para algin r fijo, se dice que A es homogéneo de grado 7. En este caso,
también se escribe A = A, € \"V < Cl(V,g).

2.1.1. Fibrado de Clifford

Los fibrados de Clifford son una herramienta esencial para las aplicaciones
que estudiaremos en este formalimo, a continuacién pasaremos a discribir el fibrado
tangente y cotangente de formas diferenciales, en realidad por simplicidad, sélo nos
centraremos en el espacio tiempo de Minkowski.

Sea (M,n, D, T,,1) el espacio tiempo de Minkowski. Aqui, (M, 7) es un espacio
cuatro dimensional orientado, espacialmente por la forma de volumen 7, y temporal-
mente por la relacién de equivalencia T (para detalles ver [36]) M es una variedad
Lorentziana, con M ~ R* y n € secTYM es una métrica Lorentziana de signatura
(1,3), el fibrado cotangente es definido por T*M = U,cpTa M, de la misma forma
el fibrado tangente se define por TM = Uzepn T, M, ademds los espacios cotangente
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T M y tangente T, M, son isimorfos a R13, esto se denota T, M ~ T*M ~ R, donde
R!3 es el espacio tiempo de Minkowski, D es la conexién de levi-Civita de 7, es decir
Dn =0,R(D) =0y T(D) =0, donde R y T son respectivamente los tensores
torsién y curvatura. Sea n € sec T02M la métrica sobre el fibrado cotangente asociado
an € secTYM. El fibrado de Clifford de formas diferenciales C/(M,n) es el fibrado
de algebras, es decir, CU(M,n) = UpemCl(T; M), donde Vo € M, C(T;M) = Ry 3,
es asi llamado dlgebra de espacio tiempo. Tambien, debemos recorda que C/(M,n)
es un fibrado vectorial asociado al fibrado referencial ortogonal PSO?LS) (M), es de-
cir, Cl(M,n) = Pso,, 5 (M) Xaa R13 (ver detalles, por ejemplo en, [26, 35, 36]).
Para cualquier x € M, C/(T;} M) es un espacio vectorial sobre el campo real R. Més
aun, C/(TrM) es isomorfica al dlgebra de Cartan AT M del espacio cotangente y
ANTEM = Zizo/\kT;M, donde A*T*M es el espacio (i)—dimensional de las k-
formas. Entonces, secciones de C/(M,n) pueden ser representadas como una suma
de formas diferenciales no homogéneas. Sean {x*} las coordenadas en el "gauge'"de
Einstein-Lorentz-Poincaré para M y sea {e, = 0/0xz"} € sec 'M (el fibrado referen-
cial) una base ortonormal para T'M, es decir, n(ey, e,) = 1, = diag(l,—1,—-1,—1).
Sea ¥ = daz” € sec N\' T*M — secCl(M,n) (v = 0,1,2,3) tal que el conjunto {v"}
es la base dual de {e,}, y de hecho, n(y*,~v") = n"" = diag(1, —1,—1,—1). Més atin,
introducimos la notacién 62 = §fdz" y e = SK a%. Decimos que {e,} es una seccién
del fibrado referencial ortogonal Psor (M) y su base dual {62} es una seccién del

fibrado coreferencial ortogonal denotado por Psofl 5 (M).

2.1.2.  Producto de Clifford

El Product de Clifford fundamental, el cual es denotado por juxtaposicién de
simbolos, es generado por #2602 + 9PH2 = 2P y si C € C/(M,n) tenemos

1 1
C=s5+va62+ 5babe)ae'ﬂ + 5aa,bceaebec +pd® (2.7)

donde 7, := 0° = 09010203 = dx"dx'dx?dz? es el elemento de volumen y s, va, bab,
Gabe, P € sec \* T* M < secCl(M, 7).

Sea A,, € sec \"T*M — secCl(M,n),Bs € sec \°T*M — secCl(M,n). For
r = s = 1, definimos el producto escalar como sigue:

Para a,b € sec \' T*M < sec (M, n),

a-b= %(ab + ba) = n(a, b). (2.8)

Definimos también el producto exterior (¥r,s =0,1,2,3) por

Ar A Bs = <A7“Bs>r+s>
A A By = (1) By A A, (2.9)

donde (); es la componente en A T*M (projeccién) del campo de Clifford. El
producto exterior is extendido por linealidad a todas las secciones de C/(M,n).
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Para A. = a1 A ... Nay, B = by A ... A by, el producto escalar es aqui definido
como sigue,

A - B =(a1 A...Nap) - (b Ao Aby)

aj - bl e Qg bT
S e s : (2.10)

Agregando, ademads, que si 7 = s = 0, el producto escalar is el producto
ordinario en el campo real. Ahora, si r # s, entonces A, - Bs = 0. Finalmente, el
producto escalar es extendido por linealidad para todas las secciones de C/(M,n).

Parar <s, A, = a1 A... Na,, Bs = by A\ ... A bs definimos la contraccion a la
izquierda por

2 (A B e ApuBy = Y € (ar A Aay)- (b A Ab) b g1 A Ay, (2.11)
11 <...<ip

donde ~ es la aplicacién reversa (reversién) definida por

p
o sec/\T*MBal/\.../\apl—>ap/\.../\a1 (2.12)

y extendeda por linealidad a todas las secciones de C/(M,n). Agregamos que para
«, B € sec /\0 T*M la contraccién es el producto ordinario en el campo real y que
sia € sec \'T*M — CU(M,n), A, € sec N"T*M — CU(M,n), By € sec \*T*M
— Cl(M,n) entonce (A, ) 1Bs = Ars(aB3s). La contraccion a la izquierda es extendida
por linealidad a todo par de elementos de secciones de C/(M,n), es decir, para A, B €
secCl(M,n)

AB = (A)ra(B)s, 7 < s. (2.13)

Es también necesario introducir el operador de contraccion a la derecha de-
notado por L. La definicién es obtenida desde la contraccién a la izquierda pre-
sentadad anteriormente con la imposicién que r > s y tomando en cuenta que
ahora si A, € sec\"T*M — Cl(M,n), Bs € sec N°T*M — CI(M,n) entonces
ATL(CYBS) = (CYAT)LBS.

Alguna de las principales férmulas usadas en este tépico pueden ser obtenidas
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desde las igualdades a continuacién, donde a € sec A\* T*M < sec CU(M, n)):
aBs = auBs + a A B, Bsa = BsLa + Bs A a,
0B, = Y(aB, — (~1)*B,a),
AraBs = (=1)"CB,L A,
a A Bs = 1(aBs + (—1)*Bsa),
ArBs = (ArBs)jr—s) + (ArBs)p—s 42 + o (ArBs) i

(2.14)
m
=2 <-ATBS>\T—SI+219
k=0
A B =B, - A= A, 1B, = AuB, = (AB)o = (AByo,
(AB), = (—1)r=D/2(BA),,
<ATBS>T = <gsAr>r = (_1)8(5_1)/2<BS.AT>T.
2.1.8. El Operador Estrella de Hodge
Sea * el operador estrella de Hodge, es decir, la aplicaciéon
k 14—k
wi NT*M — N\ T*M, Ay — x Ay
donde para Ay, € sec \* T*M — C¢(M,n)
k
(B, - Aty = B A %Ay, VB, € sec/\ T*M — secCl(M,n). (2.15)

Ty = 0 € /\4 T*M es el elemento de volumen standard. Entonces, podemos verificar
que B B
* A = Ay = Ar6°. (2.16)

Los detalles de las formulas (2.14), (2.15) y (2.16) pueden ser encontradas en
[36].
2.2. El Operador de Dirac
2.2.1. El operador de Dirac estandar

Sea M una variedad suavemente diferenciable, g € sec 79 M un campo métrico
suave, V una conexiéon y T y R, los tensores torsién y curvatura respectivamente
asociados a la conexién V.

Definicién 72 Dada la terna (M,g, V)"
a) Esta es llamada un espacio de Riemann-Cartan si y sdlo si

Vg=0 y T[V]#0.

"Recuerde (ver, por ejemplo [36]) que el trio (M, g, V) es un espacio tiempo si éste es orientable
en el espacio y tiempo.
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b) Esta es llamada un espacio de Riemann si y sdlo si

Vg=0 and T [V] = 0.

Para cada tensor métrico definido sobre la variedad M existe una y sélo una conexion
que satisface estas condicionon de Levi-Civita de la métrica considerada y es
denotada por D. Cuando dim M = 4 y la métrica g tiene signatura (1, 3) la terna
(M,g,V) es llamada espacio tiempo de Riemann-Cartan y la terna (M,g, D)
es llamada espacio tiempo de Lorenziano.

c) Esta es llamada un espacio de Riemann-Cartan-Weyl, si y solo si

Vg #0 and  T[V]#0.

Para el cédlculo del cuadrado del operador de Dirac sobre un espacio de
Riemann-Cartan, necesitamos primero introducir sobre el fibrado de Clifford de for-
mas diferenciales C¢ (M, g) un operador diferencial @, llamado el operador de Dirac
estdndar, el cual es asociado con la conexién de Levi-Civita de la estructura Rieman-
niana (o Lorenziana) (M, g, D). Un espacio tiempo Lorenziano para el cual R = 0,
es llamado espacio tiempo de Minkowski. Note que denotamos por g € sec T02M el
tensor métrico del fibrado cotangente.

Dadou€secTM y u € sec /\1T*M — sec C¢(M,g) considere la aplicacién
tensorial A — uDyA, A € secCl(M,g). Como DyJg C Jg, donde Jg es el ideal
usado en la definicién de C¢ (M, g), la nocién de derivada covariante (relativa a la
conexién de Levi-Civita) para al fibrado cociente Cl (M, g).

Sea U C M un conjunto abierto y {e,} sobre TU C T M un referencial movil

1
con referencial mivil dual {#*}, donde 6% € sec /\ T*M — sec CL(M,g).

Definicién 73 FEl operador de Dirac estindar es el operador diferencial de primer
orden
d=0“De.,. (2.17)

Para A € sec Cl(M,g),
DA = 0% (De, A) = 0% 5 (De,A) + 0% A (De, A) ,

luego definiendo

A =0 (De,A)
(2.18)
ANA = 0% A (Do, A)

podemos escribir

d=do+ A

Proposicién 74 El operador de Dirac estdndar  es relacionado a la derivada exte-
rior d y a codiferencial de Hodge § por

EP:d—fS’

esto es, tenemos Y\ =d y & 1= —0. La demostracion se puede encontar en [36].
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2.2.2.  El operador de Dirac en el espacio de Riemann-Cartan- Weyl

Ahora consideremos una estructura de Riemann-Cartan-Weyl (M, g, V) , donde
V es una conexion lineal arbitraria, la cual en general, no es compatible con la métri-
ca. En este caso general, la nocién de derivada covariante no pasa al fibrado cociente
Cl(M,g) [8]. A pesar de este hecho, atin es una operacién bien definida y, en analogia
con la seccién anterior, podemos asociar con ésta, actuando sobre secciones del fibrado
de Clifford C¢ (M, g), el operador

9 =0"Ve,, (2.19)

donde {6} es un referencial movil sobre T*U, dual al referencial movil {e,} sobre
TU CTM.

Definicién 75 FEl operador 8 es llamado operador de Dirac (o derivada de Dirac o
algunas veces el gradiente) actuado sobre secciones del fibrado de Clifford.

También definimos
1A =6%4(Ve,A),

(2.20)
ONA =0%N(Ve,A),

8=0.+ 0N (2.21)

Con el objetivo de mostrar la relacién entre el operador de Dirac estdndar
y el operador de Dirac, recordaremos algunos resultados sobre los tensores torsion,
curvatura y no metricidad.

(o} o]
Sea De,0% = —I'*g,0°, Deyeq = I'Pga€y, Ve, 0% = —I'5 07 y Veyeq = Fgﬂep.
Entonce, las componentes del tensor torsién © = e, ® ©° y el tensor curvatura R son
dadas, respectivamente, por

Tolz)ﬁ =0 (9p7 Ca; 65) = ngﬁ - Fga B Cgﬂ
RY.s =R(eu 0 ea ep) (2.22)

= Ca (FZ/L) —e€p (Fg#) + Fgargu - Fgo— gzu - Cgﬁrgl»’f

1
donde [eq, e3] = cgﬁep. Ahora, sea wg € sec /\ T*M las conexiones 1-formas, ©F €

2 2
sec /\ T* M las torsiones 2-formas y Rg € sec /\ T* M las curvaturas 2-formas, dadas
por

1 1
p_ TP _ P &) _ P &)

wy = raﬁea, OF = §Ta59°‘ A 67, Rﬁ = §Ru aﬁGO“ ABP. (2.23)
Multiplicando la ecuacién (2.22) por %9" A6 y usando la ecuacién (2.23), obtenemos
las ecuaciones de estructura de Cartan

N N T

(2.24)
dwf, + W A wh =TRE
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Definicién 76 El campo tensorial no metricidad de la estructura (M,g,V) es el
campo tensorial Q € sec T??M con componentes en la bases {60“} dada por

Qaﬁ,u = —Vag,eu = —€a (g,é’,u) + gourgﬁ + gﬁargu (2.25)

Cuando Q = 0, se dice que V es compatible con la métrica. Consideremos las
no metricidad 2-formas, dadas por

1 (0%
Q=3 £t A 0%, (2.26)

donde Qfaﬁ] = ¢"" (Qapy — @pau) - Entonces, multiplicando la ecuacién (2.25) por

02 A 6% y usando la ecuacién (2.24), obtenemos
b, —wh AN =0, —Q, (2.27)

donde {6,} es la base reciproca de {6*}, es decir, , = g,,,0". La ecuacién anterior
puede ser usada como el complemento de las ecuaciones de estructura de Cartan para
el caso de una variedad métrica.

Ahora, podemos recordar, sin demostracién (ver [36]), una proposicién que
declara la relacién entre los operadores 8 y {.

Proposicion 77 Sean ©F y QP la torsidn y no metricidad 2-formas respectivamente,
asociadas a la conexion V, en un referencial movil arbitrario {6} . Entonces,

ON =dIN—0r A (6,0)

(2.28)

9, =d—(0r - Q”)1(0,N)

Asi, desde la ecuacién (2.28) tenemos la relacion
O=09-0"N(0,0) — (0 — Q)1 (6,A). (2.29)

2.2.8.  El operador de Dirac en el espacio de Riemann-Cartan

Desde ahora supondremos que V es compatible con la métrica, es decir,
(M,g,V) es un espacio de Riemann-Cartan, y de hecho en este caso V define una
conexién en Cl (M, g) .

Empecemos recordando la bien conocida relacién entre los coeficientes de las
conexiones (en una base arbitraria) V y D, la cual es dada por (ver detalles, por
ejemplo en [36])

Lo (2.30)

op 1
P p
Top =Tap+ 5705+ 554

Oéﬁ 2

donde Tapﬂ son las componentes del tensor torsién y Sgﬁ son las componentes del
tensor tensién de la conexién y pueden ser descompuestos como

" 2
St =Shs+ —~5"Gap (2.31)
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donde 5’(";6 es su parte no traza, la cual es llamada el corte de la conexién, y

1 v
s’ = §g" Shy (2.32)

es su parte traza, la cual es llamada la dilatacién de la conexién.
Desde la ecuacién (2.30), tenemos inmediatamente que

1 1
Ves€a = De €3+ 37 (€a,ep8) + 59 (€asep) . (2.33)

Ahora, recordando que para cualquier u,v € secTM, con u = ue, y v = vﬂeg, los

operadores torsién y tensiéon son dados por

() =7 (e vieg) = e’ [0, TG, s e =ute T,
(2.34)
7(0v) =0 (16 %eg) =’ [[1; + TGy =] 0 =S e,

con bgﬁ = — (£epg)aﬁ donde £, es la derivada de Lie en la direccién del campo
vectorial e,. Usando la ecuacién (2.34) podemos calcular Vv, en términos de Dyv,
asi tenemos:

1 1
VaVv = Dyv + 57 (u,v) + ot (u,v). (2.35)

Por otro lado, recordando las ecuaciones (2.17) y (2.19),
&= 0“De,, and 9 =0%Ve,
tenemos que para A € secTM
1 1
OA=JA+ 590‘7' (eq, A) + 590‘0 (€q,A). (2.36)
Nota 78 i) Compare la ecuacion (2.36) con la ecuacion (34) de [27].
ii) Note que si T (u,v) = o (u,v) =0, entonces & = .

Es también posible, obtener una relacién entre estos operadores cuando ellos
acttiian sobre secciones de AT*M. En efecto, sea Q € AT*M, entonces como ya
conocemos, desde la ecuacién (2.29) con Q” = 0 podemos escribir

8Q =40 —0° A (0,.Q) —07.(0,A Q). (2.37)

La férmula anterior nos permite, por ejemplo, escribir la relacién entre las
ecuaciones de Maxwell sobre los espacios tiempos de Riemann y Riemann-Cartan
cuando Q € A*T*M es el campo electromagnético (para detalles ver [34] ).
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Ahora calcularemos el cuadrado del operador de Dirac sobre un espacio tiempo
de Riemann-Cartan. Tenemos por definicién que,

8% = (01+0N)(01+0N)
= 0.01+ 00N + ONOL + ONOA

luego, escribiendo
Ly =08.,0N+ 9ND,

obtenemos que
=0+ L, + . (2.38)

El operador £ cuando aplicado a una funcién escalar corresponde, para el caso de
un espacio de Riemann-Cartan, al operador de onda introducido por Rapoport [33]
y para el caso del operador de Dirac estdndar, £ se reduce al usual Laplaciano de
Hoge de la variedad [41, 36].

Por otra parte, podemos calcular el cuadrado del operador de Dirac, en tér-
minos de los referentes moviles, desde la definicién. En realidad, podemos escribir
(ver [27]).

8% = g% [VesVe, —T4,Ve,| +0° N0” [V, Ve, =T, Ve, ] - (2.39)

Ahora, desde la ecuacién(2.35) podemos exibir una relacién entre ? y (392 , una
tarea que se realiza facilmente si usamos un par de bases (duales) ortogonales {ea} y
{6P} para TU y T*U (U C M). En realidad, desde la ecuacién (2.39) inmediatamente
tenemos

8?=0-0+0MN0
= 1" [Ve, Ve, — T'spVee] + 0% A0° Ve, Ve, —T5p Ve, , (2.40)

donde 7P = 5y, = diag(1, —1, -1, —1).
Con el objetivo de escribir la ecuacién (2.40) en términos de D, primero
calculamos Ve, Ve, A donde A € secT'M, entonces desde la ecuacién (2.35) tenemos

VeaVeyA = De,Dey A+ 17 (€a, Dey A) + 30 (€a, Dey A)
+3De,7 (€n, A) + 17 (ea, 7 (€n, A)) + 20 (€a, T (en, A)) (2.41)
+3De,0 (€p, A) + 37 (€a, 0 (en, A)) + 10 (€a, 0 (ep, 4)).

Por otro lado

oC

1 1 1 1
F;bVeCA = (Fab + iTgb + §S§b> (DecA + 57’ (ec, A) + 50’ (ec, A)> y (242)

y desde las ecuacioes(2.41) y(2.42) podemos escribir
8-0A=9-§A+1?PS A (2.43)
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donde
S1A = %7‘ (€a, De, A) + %0’ (ea, De, A) + %Dear (ep, A)

+%LT (eav T (eb7 A)) + 7110 (e87 T (eb> A)) - %Fab’r (ec; A)
oC

—% ab0 (€c, A) — %T:bDecA - %T:bT (ec,A) — iT:bU (ec, 4)
—18% Do, A — 155, 7 (ec, A) — 255,0 (ec, A)

(2.44)

Asi, usando la ecuacién(2.43) y recordando que 8% = -8+ d A 9, finalmente
obtenemos

A= (§)° A+ g S1A+ 62 AOPS A, (2.45)

2.3. Ecuaciones de Maxwell en el Fibrado de Clifford

En el fibrado de Hodge, las ecuaciones de Maxwell sobre una variedad Loren-
ziana (M, g, D), es un sistema exterior de ecuaciones diferenciales dadas por una
2-forma cerrada F € sec A*T*M y una 3-forma J, € sec A>T*M. Entonces existe
G € sec A\*T*M tal que

dF =0 y dG=—-J.. (2.46)

Se postula, que en el vacio, existe una relacién entre G y F' dada por
G = %F.

En este caso, colocando J. = *x.J,, J. sec /\1T*M y tomando en cuenta el codiferencial
de Hodge § = (—1) r x~! d%, podemos escribir el sistema (2.46) como

dF =0 y 6F=—1J,, (2.47)

donde F' es llamado el campo de Faraday y J. es llamado la corriente eléctrica.

Ahora, para escribir en el fibrado de Clifford las ecuaciones de Maxwell, con-
sideremos un espacio tiempo Lorenziano (M, g, D, 14, 1) y el fibrado de Clifford de for-
mas diferenciales C¢ (M, g) . Como D es la conexién de Levi-Civita de g, tenemos § =
d — 6. Asi, suponiendo que el campo de Faraday y la corriente eléctrica son secciones
del fibrado de Clifford, es decir, F' € sec N2T*M — Cl(M,g) vy Jesec N'T*M —
Cl(M,g) . Desde la ecuacién (2.47) tenemos

JF = J, (2.48)

la cual es llamada ecuacién de Maxwell en el fibrado de Clifford.
2.8.1. La Ecuacion de Maxwell en la Forma Vectorial Estindar

Cuando consideramos el espacio tiempo de Minkowski (M,n,D,7,,1), la
ecuacién de Maxwell (2.48) es equivalente a las ecuaciones de Maxwell en la for-
ma estdndar del electromagnetismo elemental. En efecto, si consideramos el conve-
niente isomorfismo R(I)B ~ R3o (ver [36]), eligindo una cobase ortonormal global
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{"}, " =dat, p=0,1,2,3, y denotando {v,} la base reciproca de {7*}, es decir,
Y - y* = 65, podemos escribir

oi =0, 1i=-7"7192% =" (2.49)

Observe que i conmuta con los bivectores y asi actia como la unidad imag-
inaria i = v/=1 en el subfibrado C£° (M,n) = J,ep,C (T3 M,nz) — CL(M,n), el
cual es llamado fibrado de Pauli. Ahora, el campo electromagnético es representado
en C¢(M,n) por F = 2FM~, A, € sec N>T*M — Cl (M, g) con

0 —-E —-Ey —F5
Ey, 0 —By B
E; By 0 -B
Es -Bs By 0

P = (2.50)

donde (E1, Fa, E3) y (B1, Be, B3) son las componentes Cartesianas usuales del campo
eléctrico y magnético. Como es facil de verificar, podemos escribir

— —
F=E+iB, (2.51)

— —
con, E = Z?:lEiU% B = Z?:lBiUi' '
Para la densidad de corriente eléctrica .J, = py° + J'v; podemos escribir

g i
Yde=p—Jg =p—Joi (2.52)

Para el operador de Dirac tenemos

’Yoé?:i+ io‘l‘@: Q—FV (253)
8:60 i=1 ot
Por otro lado, multiplicando por la derecha ambos miembros de la ecuacién (2.48)

por 7, obtenemos
Y dF =oJe,

9 = . B
<§+v> (E+1B) —p— 7, (2.54)

de donde

asi, podemos escribir
OFE +i00B+V-E+VANE+iV-B4+iVAB=p—j. (2.55)
Para cualquier campo vectorial A ecw (M,n) — Cl(M,n) se define el
operador rotacién por

— —
Vx A =—iVAA. (2.56)

Esta, relacién es posible una vez que el producto vectorial de los vectores @ =
— —
Zg’:lami y b = Z?Zlbi(fi puede ser identificado con el dual del bivector @ A b a
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través de la férmula @ x ? =—id A ? Finalmente, igualando términos del mismo
grado en la ecuacién (2.55) ( en el subfibrado de Pauli), obtenemos

(@ V-E=p () VxB-%E=37
L - (2.57)
(6) VXE+8&B=0 (d V-B=0

el cual reconocemos como el sistema de ecuaciones de Maxwell en la notacién vectorial
usual.

2.4. Ecuaciones de Fluidos en el Formalismo de Clifford

Ahora, consideremos un caso particular de nuestro formalismo para ser apli-
cado en la formulacién de ecuaciones no relativisticas de la mecédnica de fluidos. Esta
incursion de la teorfa de dlgebra de Clifford se enmarca en el contexto del anélisis de
Clifford. En general, las ecuaciones en derivadas parciales no lineales han sido poco
tratadas bajo la presente estructura, los trabajos pioneros de problemas con valor en
la frontera, tal como las ecuaciones de Navier-Stokes en dominios acotados, fueron
realizados por Giirlebeck y Sprossing [16],y fueron después extendidos a dominios
no acotados en [15]. En particular Cerejeiras y Kéhler [6], estudiaron el operador de
Stokes usando el andlisis de Clifford y luego aplicaron los resultados obtenidos para
tratar las ecuaciones estacionarias de Navier-Stokes. Posteriormente, Kondrashuk,
Notte-Cuello y Rojas-Medar [19, 20], usando similares ideas, estudiaron las ecua-
ciones estacionarias no lineales de los llamados fluidos asimétricos y las ecuaciones
tipo magnetohidrodindmicas.

En lo que sigue consideraremos el espacio vectorial V' = R", y denotemos por
RP? (n = p+ q) el espacio vectorial real R” dotado con una métrica no degenerada
g : R" x R" — R, de signatura (0,q), es decir, si {e;}, (i =1,2,...,n) es una base
ortogonal de R%¢, entonces tenemos

-1, i1=53=1,...p+q=n
g(ei,ej)—gz‘j—gﬁ—{ 0, i#j

El algebra de Clifford Cl (RP?,g) = R, 4 = Cl, 4, es el dlgebra de Clifford sobre R,
generada por 1 y la base {e;}, (i =1,2,...,n) tal que e? = g(e;,ej), eje; = —eje;
(i£7),yea=erea---e, #+1.

Con esta base, cada elemento A € Cl, 4 serd escrito en la forma

A=>ageq
A

donde los coeficientes a4 son nimeros reales.

En esta seccién, primero discutiremos las ecuaciones de Navier-Stokes en
un dominio no acotado (para dominios acotados el tratamiento es similar), y luego
trataremos algunos sistemas acoplados con estas ecuaciones. Con el objetivo de lidiar
con tales sistemas de ecuaciones en el formalismo de Clifford, recordaremos, sin
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demostracion, algunos teoremas y operadores desde el analisis de Clifford, introduci-
dos por ejemplo en [6].

Sea Q C R™ y I' = 09Q. Entonces, funciones u definidas en €2 con valores en
Clon (p =0y g =n) son consideradas. Estas funciones pueden ser escritas como

u(z) = > eauq (x), x €€,
A
donde {ey} es una base ortogonal paraR", e4 = €q,€q, - - - €q,, donde oy, v, - -+, ay, €
{L,---,n},1 <a1 <ay <--- < ap <nson las bases para Cly, y las componentes

14 son funciones u4 : 2 — R. Las propiedades tales como continuidad, diferencia-
bilidad, integrabilidad y otras atribuidas a u, son aquellas propiedades que poseen
todas las componentes u4 (x) . En esta forma, los espacios de Banach usuales de estas
funciones son denotados por C* (2, Cly,,), Ly (2, Cloyn) vy Wg (Q,Clypn) o en forma
abreviada C* (), L, () y Wéﬁ (Q).

Introduzcamos ahora, el operador de Dirac por

n 0
D= er=—- 2.58
KZZI R (2.58)
2 2
es facil probar que D? = —A, donde A = -5 + -+ = es el operador Lapaciano
Oz 0x2

en R".
Sea un punto fijo z situado en el complemento de la clausura de €2, el cual
contiene un conjunto abierto no vacio. Entonces se puede considerar el operador

Tf(y) = [oK- (z,y) f (x) d%, (2.59)

con K, (z,y) = G(z —y) — G (x — 2), y donde G (x) es el llamado nicleo de Cauchy
generalizado, el cual es una funcién monogénica tanto a la izquierda como a la derecha,
es decir, (DG) (z) = (GD) (x) = 0. Dado que G (x) es una solucién fundamental de
D, se puede deducir que K, (z,y) es también una funcién monogénica para x € €,
luego tenemos DT'f (y) = f (y) para f € L,(Q), 1 < ¢ < oo. El operador (2.59) es
una aplicacién continua de Wé“ (Q) en Wé“l (), 1<g<oo, k=0,1,... y es un
operador acotado de W, (Q) en L, (Q), 1 < g < co. Para detalles ver [6].

Teorema 79 (Formula de Borel-Pompeiu) Si f € W, (2), 1 < ¢ < oo, en-
tonces, se tiene _ _
Frf=f-TDf,

con
FFf = fFKZ (CL‘, y) «Q (‘T) f ('T) dl'y
donde o (x) es el vector normal unitario exterior a T' en el punto x.
Proposicién 80 Si k € N entonces el operador
Fr : WEY4(D) — WF(Q)nker D

es continuo.
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Teorema 81 (Formula de Plemelj-Sokhotzki) Si f € Wy (I'), 1 < ¢ < 00,1 >
0, entonces se tiene

trEpf = %f+ %S}f,
donde B
Srf =2 K. (z,y) a(x) f(z)dl,

es el operador integral de Cauchy sobre la frontera.

Teorema 82 FEl espacio L4 (2), 1 < g < 0o, permite la descomposicion directa

L,(Q) =kerD(Q)N L, (Q) & D (vovi (Q)) .

El teorema anterior permite obtener las proyecciones

P : £, (Q) — ker D () N L, ()

!
Q:L,(2)—D (Wq (Q)) ,
para q = 2 estas proyecciones son ortoprojecciones. Mas ain,en [6] se muestra que
Qf = DAG'Df

donde Aal, es el operador solucion del problema de Derichlet de la ecuacion de Pois-
son con datos en la frontera homogéneos

—Au =f en(,
U =0 sobrel

pameWq_l(Q),1<q<oo.

2.4.1. FEcuaciones de Navier-Stokes en el formalismo de Clifford

Las ecuaciones de Navier-Stokes pueden ser escritas en el formalismo de Clif-
ford usando el operador de Dirac definido sobre R™, ver por ejemplo [6, 7]. Con el
propésito de llevar a cabo esta tarea, recordemos que el subespacio Cly,, generado
por los elementos bdsicos e 4 con largo igual a k es denotado por C’l’&n y sus elemen-
tos son llamados k-vectores. Se sigue que Clg,, es isomorfo a R" (Clj,, ~R™). En
este sentido, podemos ver un vector u (z) como un multivector de grado 1, es decir,
podemos identificar cada vector u () € R™ con

u(x) =ui(z)er+ -+ uy () en € Cly,, — Clo.
Entonces, podemos calcular Du (x) cuando u (z) € Cl(1)73 — Clp 3, como sigue

Du (x) = Se(Du) + biv (Du) ,
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donde Sc¢ (Du) y biv (Du) son la parte escalar y bivectorial de Du respectivamente’ .

Las ecuaciones estacionarias de Navier-Stokes en la formulacién cldsica son
escritas como

~AU+ £ (G- grad) i+ L gradp = £f  inQ,
divu=0 in €, (2.60)
u=0 on I,

donde, u denota la velocidad del fluido y p la presién hidrostatica, ambas son funciones

no conocidas, p denota la densidad, 7 la viscosidad y f el vector fuerza externa.
Ahora, consideremos u (x) € Cljz — Clp3 y tomando en cuenta que D? =

—A | Sc(uD) = —divu y Dp = grad p, podemos escribir el sistema (2.60) como

1
DDu+ LM (u)+—=Dp=0 en €2,
n Ui

SeDu=0  enQ, (2.61)

u=0 sobre I'.
donde M (u) = [Sc(uD)u] — f.

Teorema 83 Suponga que f € W;l (Q),p € L(ALR), 1 < g < oo; entonces,
cualquier solucion del sistema (2.61) tiene una presentacion en el formalismo de
Clifford de la siguiente forma

. 1~
w=-LTQTMu—-TQp

n n
(2.62)

- 1~

SCBTQTMu—i-—ScTQp =0
n n

Demostracién. Recuerde que Qf = DA;'Df y DTf (y) = f(y), y toman-

do en cuanta la férmula de Borel-Pompeiu

- - 0!
TDu=u- Fru = u, uew, ()

podemos deducir que

TQTDDu =T (DA;'D) TDDu=TDA;*DDu=TDu=u. (2.63)
**Sc(Du) _ _32}(1') _ 8"52(%) _ dus(@)

To Oxs
biv (Du) = e1 A ez %—% +e1 ANes %—% +ea Aes % Ouz .
81‘1 8332
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Entonces, aplicando el operador TQT al sistema (2.61) y usando la férmula (2.63)
obtenemos el resultado esperado. m

Para lectores interesados en resultados de existencia y unicidad de estas ecua-
ciones y en este contexto, pueden ver, por ejemplo [6].

2.4.2. Ecuaciones de la Magnetohidrodindmica en el formalismo de Clifford

Ecuaciones mas complejas también pueden ser tratadas en el formalismo de
Clifford, para ilustrar esta afirmacién escribiremos en este formalismo las llamadas
ecuaciones de la magnetohidrodindmica. En varias situaciones el movimiento de flu-
idos incompresibles eléctricamente cargados pueden ser modelados por las llamadas
ecuaciones de la magnetohidrodindmica, las cuales corresponden a las ecuaciones de
Navier-Stokes acopladas con las ecuaciones de Maxwell. En el caso cuando existen
iones pesados con movimientos libres, no directamente debido al campo eléctrico (ver
Schliiter [39], and Pikelner [31]), estas ecuaciones pueden ser reducidas a la siguiente
forma:

ou* p 1 1 2
_ * L * * * * _ L * — *
By Au —|—77(u V)u 77(h V)h +an+2nV(h) = f*,
oh*
T Ah* + po (u* - V)h* — po (h* - V) u* = — grad w, (2.64)
divu* =0 ; divh* =0,

ulpo =0, h*|po =0.

En este sistema, tenemos asumido condiciones de frontera homogéneas sélo
por simplicidad. El caso no homogéneo es tratado en forma similar. Aqui, u* y h*
son las incégnitas velocidad y campo magnético respectivamente; p* es la presién (no
conocida) hidrostatica; w es una funcién (no conocida) relacionada al movimiento de
iones pesados (de tal forma que la densidad de la corriente eléctrica, jo, generada
por el movimiento satisface la relacién rot jo = —oVw); p es la densidad de masa del
fluido (asumida como una constante positiva ); > 0 es la constante de permeabilidad
magnética del medio; 0 > 0 es la constante de conductividad eléctrica; n > 0 es la
constante de viscosidad del fluido y f* es un campo de fuerza externa dado.

Para nuestro propdsito, consideraremos el caso estacionario de las ecuaciones
anteriores, entonces para u*,h* : R — R3 y p*, w* : R? — R, el sistema (2.64) se
escriben como

m 1 1 o
CAw 4P (0 V) ur - S (b V)b 4 -V = AT
n n n 2n

—Ah* 4 po (u* - V) h* — po (h* - V) u* = — grad w* (2.65)
divu* =0 ; divh* =0,

donde 7* = p*+ gh*z y ademds hemos sustituido P f* por p;—MF Para este sistema
n n



62 E. Notte Cuello

consideremos las siguientes condiciones de frontera
u (z)=0, h"(x)=0 onodQ=T. (2.66)

Ahora, de la misma forma como en el caso de las ecuaciones de Navier-Stokes,
podemos escribir el sistema (2.65) junto con (2.66), en el formalismo de Clifford con
u(z),h(x) e C’lé,3 — Clp,3, como

1
DDu+ 20 (w) — EM (h) + =Dr =0
il n n

DDh+ poN (u,h) — poN (h,u) = Dw (2.67)
ScDu=0 ; ScDh =0
u=0, h=0 onodQ=T.
donde DD = —A y M (u), N (u,h) son operadores definidos por
M (u) = [Sc(uD)]u — f*/2; N (u,h) = [Sc(uD)] h.

Teorema 84 Suponga que f € )/Vq_1 (Q),9 € L(LR), 1 < g < oo; entonces,
cualquier solucidn del sistema (2.67) tiene la representacion

~ ~ ~ 1~
u+ 2TQTM (w) — LTQTM () + ~TQg =0
n n n
h + puoTQTN (u,h) — uoTQTN (h,u) — TQw =0
Teorema 85

£ (QTM (w) - £5¢ (QTM (W) + 5¢(Qg) =0

puoSc (QTN (u, h)) — poSe (QfN (h, u)) —Sc(Qw) =0

Demostracion. La demostracién es similar al caso de las ecuaciones de
Navier-Stokes y puede ser encontrada en [20]. m



Capitulo 3
APLICACIONES DEL FORMALISMO DE CLIFFORD EN RG

En Fisica tedrica uno de los temas de investigacién mds importantes es la
Teoria de la Relatividad General (RG), en este contexto muchos cientificos ha inves-
tigado las mds importantes ecuaciones de la fisica, a saber las ecuaciones de Maxwell,
la ecuacién Dirac y las ecuaciones de Einstein. En la actualidad las principales teorias
direccionadas al estudio de la unificacién de los campos fisicos son la teoria de super
cuerdas y la teoria de las dlgebras de Clifford, es sobre esta tltima teoria que estamos
abocados en esta monografia.

Como hemos observados en el capftulo anterior, una presentacién moderna
de las ecuaciones de Maxwell hace uso de la teoria de formas diferenciales, la cual
ha tenido éxito en reescribir el sistema original de ecuaciones de Maxwell como dos
ecuaciones involucrando el operador derivada exterior y el llamado operador estrella
de Hodge (ver la ecuacién (2.47)).

Por otro lado, el campo espinorial de Dirac usado en electrodindmica cuédntica
es, a primera vista, un objeto de una naturaleza matemadtica muy diferente a la
naturaleza del campo electromagnético, el cual es descrito por un campo 2-forma.
En consecuencia, uno no puede ver ninguna relacién entre estos campos o dicho de
otra forma uno no puede ver relacién alguna entre las ecuaciones de Maxwell y Dirac.
Bueno, para nuestro asombro, en el formalismo de Clifford los campos de Maxwell
pueden ser representados por una apropiada seccién homogénea del fibrado de Clifford
de formas diferenciales C¢ (M, g) y los campos de Dirac pueden ser representados por
una suma de secciones homogéneas par de Cf (M, g), asf ambos campos pueden ser
representados por objetos de una misma estructura matemética [36].

De manera similar como el formalismo de Clifford permite una unificacién
matemadtica de la teoria de Maxwell y Dirac, también existe en este mismo formalismo
un enfoque a la geometria diferencial de un espacio tiempo de Riemann-Cartan-
Weyl, con el objetivo de encontrar una descripcién del campo gravitacional como un
conjunto de secciones de un apropiado fibrado de Clifford sobre el espacio tiempo de
Minkowski, que ademads satisfacen ecuaciones equivalentes a las ecuaciones de Einstein
[36]. En este ambito, el autor conjuntamente con W. Rodrigues Jr., han presentado
una teorfa Lagrangiana del campo gravitacional en un espacio tiempo de Miskowski,
el cual es de tipo Yang-mills. En nuestra teorfa cada campo gravitacional no trivial
puede ser interpretado como generador de un efectivo espacio tiempo Lorentziano
(M ~ R4,g,V,Tg, 1) donde g satisface las ecuaciones de Einstein o generador de
un efectivo espacio tiempo teleparalelo. Esta teoria es invariante bajo difeomorfismos
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y bajo transformaciones locales de Lorentz y es basada en dos suposiciones, para
detalles ver [28].

Con el objetivo de mostrar la potencia de cédlculo que el formalismo de Clifford
proporciona en este campo, en el presente capitulo mostraremos algunas aplicaciones,
a saber, en lo que sigue se analizard la compatibilidad del principio de superposicién
para los campos de Maxwell y el principio de conservacién de energia-momento, mas
exactamente, se prueba (ver [29]) usando el formalismo de fibrado de Clifford, que
la energia y el momento de dos diferentes campos de Maxwell arbitrarios, de energia
finita, son aditivos y también determinaremos (ver [30]) un efectivo espacio tiem-
po de Weitzenbock y un efectivo espacio tiempo Lorentziano determinados por una
configuracién del campo electromagnético libre, "viviendo"sobre un espacio tiempo
Minkoskiano y satisfaciendo la ecuacién de Maxwell 9F = 0.

3.1. Principio de superposicién de dos campos electromagnéticos

Sea (M,n, D, 1y, 1) el espacio tiempo de Minkowski. Aqui, (M, n) es un espacio
cuatro dimensional orientado, espacialmente por la forma de volumen 7, y temporal-
mente por la relacién de equivalencia T (para detalles ver [36]) M es una variedad
Lorentziana, con M ~ R* y 5 € sec TQOM es una métrica Lorentziana de signatura
(1,3), el fibrado cotangente es definido por T*M = Uyepn T M, de la misma forma
el fibrado tangente se define por TM = U,cp T, M, ademds los espacios cotangente
T¥M vy tangente T, M, son isomorfos a R'3, esto se denota T, M ~ T:M ~ RY3,
donde R!3 es el espacio tiempo de Minkowski, D es la conexién de levi-Civita de 7,
es decir Dn =0, R(D) =0y T(D) = 0, donde R y T son respectivamente los tensores
torsion y curvatura. Sea n € sec T¢ M la métrica sobre el fibrado cotangente asociado
an € secTYM. El fibrado de Clifford de formas diferenciales C/(M,n) es el fibrado
de algebras, es decir, CU(M,n) = UpemCl(T; M), donde Vo € M, C(TiM) = Ry 3,
es asi llamado dlgebra de espacio tiempo. También, debemos recordar que C/(M,n)
es un fibrado vectorial asociado al fibrado referencial ortogonal PSO‘(ELS) (M), es de-
cir, Cl(M,n) = Pso_ 5 (M) Xaa R13 (ver detalles, por ejemplo en, [26, 35, 36]).
Para cualquier x € M, C/(T;} M) es un espacio vectorial sobre el campo real R. Més
aun, C(TyM) es isomorfa al dlgebra de Cartan A T;M del espacio cotangente y
NTiM = Zizo/\kT;M, donde A" T*M es el espacio (i)—dimensional de las k-
formas. Entonces, secciones de C/(M,n) pueden ser representadas como una suma
de formas diferenciales no homogéneas. Sean {x*} las coordenadas en el "gauge'"de
Einstein-Lorentz-Poincaré para M y sea {e, = 0/0z"} € sec 'M (el fibrado referen-
cial) una base ortonormal para T'M, es decir, n(ey, e,) = 1, = diag(l,—1,-1,-1).
Sea v = da¥ € sec \' T*M — secCl(M,n) (v = 0,1,2,3) tal que el conjunto {"}
es la base dual de {e,}, y de hecho, n(vy*,7") = n*" = diag(1, -1, -1, —1). Mds ain,
introducimos la notacién 62 = §fdz" y ea = Sk a%. Decimos que {e,} es una seccién
del fibrado referencial ortogonal Psor, . (M) y su base dual {62} es una seccién del
fibrado co-referencial ortogonal denotado por PSOﬁm) (M).
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3.1.1. Problema de superposicion de Campos y Principio de Conservacion de la
Energia-Momento

A seguir pasaremos a describir el problema fisico que abordaremos en esta
seccién.

Dado un referencial inercial I = 9/02° € secTM en el espacio tiempo de
Minkowski, con coordenadas naturalmente adaptadas {z#} en el "gauge"de Einstein-
Lorentz-Poincaré (aqui, las unidades usadas son tales que la velocidad de la luz ¢
tiene valor 1 y asf la coordenada tipo tiempo es 2° = ¢). Entonces si tenemos dos
antenas idénticas que son colocadas en el tiempo ¢t = —7 y las cuales son capaces de
producir dos campos electromagnéticos distintos, por simplicidad supondremos que
los dos campos son producidos al mismo tiempo 7. Asi, en el tiempo ¢ = 0 tenemos
dos configuraciones de campo electromagnéticos denotados por F1(0,x) y F2(0,x), los
cuales tienen soporte compacto en una regién R C R? (esto fisicamente significa que
los campos tienen energfa finita) y los cuales supondremos que se estén moviendo en
direcciones opuestas (para fijar idea en la direccién del eje z). Supongamos ademas,
que las dos antenas estdn separadas por una distancia D > 7, lo cual significa que
una antena no es afectada por la otra cuando estdn generando las configuraciones
de campos electromagnéticos arbitrarios F1(0,x) y Fz(0,x). Estos campos entonces
pueden ser tomados como datos de Cauchy para las ecuaciones de Maxwell y en
cualquier tiempo ¢ satisfaciendo la ecuacién de Maxwell en espacio libre (sin fronteras)

F, =0, dF, = 0. (3.1)

Observe que al referirnos a la ecuacion de Maxwell, en singular, no se es-
td cometiendo un error, pues la ecuacién de Maxwell en espacio libre OF = 0,
es la ecuacién de movimiento para una configuracién de campo magnético F' €
sec N2 T*M — secCL(M,n), donde C£(M,n) es el fibrado de Clifford de formas difer-
enciales.

Sea d la distancia entre los frentes de ondas de los dos pulsos en ¢t = 0 medidos
alo largo del eje z. Ahora, en el tiempo t = (d+7)/2 los pulsos Fi(t,x) y Fa(t,x) (los
cuales seran siempre difractados, consecuencia del teorema de no focalizacién [44, 10],
en relacién a la configuracion inicial F1(0,x) y F5(0,x)) moviéndose a la velocidad de
la luz ¢ = 1, llenan la misma regién del espacio y generan un campo electromagnético
total

F(t,x) = F1(t,x) + Fa(t, %), (3.2)

el cual satisface también la ecuacién de Maxwell (con condiciones de borde apropi-
adas) debido al principio de superposicién valido para ecuaciones en derivadas par-
ciales lineales,

AF = 0. (3.3)

En el formalismo de los fibrados de Clifford la densidad de energia-momento
*T2 € sec /\3 T*M — secCl(M,n) (a = 0,1,2,3) de la configuracién del campo
electromagnético F' es dada por la férmula

*T2 = % * (FO2F), (3.4)
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la cual es muy relevante, dado que sélo en este formalismo, hasta ahora, ha sido
posible tal descripcién para la densidad de energia-momento, mdas adelante en la
seccién 3.1.4, se realizard una detallada demostraciéon. Entonces, la energia-momento
P2 de la configuracién del campo en el tiempo ¢ = t es dada por

pa— / T, (3.5)
Ba

donde B, esta contenido en la hiper superficie de tiempo constante ¢t = t en el espacio
tiempo de Minkowski, ver la figura 1 para la definicién de las regiones By, B2, Bs,
Bé, Cl,CQ,C{ y Cé

Ahora, debido a la ecuacién (3.2) tenemos

1 - 1 N
*xT2 = 3* (FO,F) = 3* (F1 + F) 02(F + F))
1 - - - -
= 5*(F19aF1 +F29aF2—|—F19aF2+F29aF1) (36)
e *jia + */1—28 + *ICa
donde
1 - 1 -
* T2 = 3% (F162Fy), xTR = 5% (F202Fy),
1 . -
*K? = 2k (F16°Fy + Fab°F). (3.7)

Entonces tenemos que

PI%:/ *Ta:/ *7~1a+/ *723+/ K2 (3.8)
Ba B> By Ba

Deseamos probar que la energia-momento de las configuraciones F; y Fo en
el tiempo t = t, en realidad en cualquier tiempo, son aditivas, es decir, deseamos
mostrar que

Pp = Pp + P, a=0,1,2,3, (3.9)

con

Pa = / TR, PR = / TP, (3.10)
B2 B2

Este problema es no trivial y desde nuestro punto de vista, no ha sido discutido
de forma apropiada y satisfactoria en la literatura. Por ejemplo, en [25] (escrito en
1980) el autor dice que él ha encontrado este problema discutido sélo en dos textos
([17, 42]) de 50 libros que ha examinado. Mds aun, desde algunos articulos publicados
en la literatura hemos encontrado algunas buenas ideas, pero ninguna ofrece una
solucién rigurosa para el problema, para m&s detalles sobre estos comentarios ver
nuestro articulo [29]. En [5] es propuesto que el tensor de energia-momento que difiere
desde un diferencial exacto debe ser considerado equivalente. Esta es una buena idea,
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si se pudiera demostrar (algo que no se ha hecho en [5]) que en la misma forma que
hemos demostrado que x72 = d+ W2, ¥W? € sec N2 T*M — secCU(M,n) (ver més
adelante en [29]) también,

W2 = d % S (3.11)

para algin xS € sec \>T*M — secCl(M,n) el cual tiende a cero cuando las vari-
ables espaciales (z,y,2) tienden al infinito en el tiempo ¢ = t, ya que en este caso,
usando el teorema de Stokes, podemos escribir que

/ *ICa:/ *dSa:/ *S% = 0. (3.12)
B B> 0Ba

Ahora pasaremos a demostrar la férmula (3.11) y luego determinaremos ex-
plicitamente xS2. Desde la teoria de Maxwell, se sigue que para cualquier configu-
racién del campo electromagnético libre se tiene

0738 =—-0,72=0.

Bien, ya que obviamente tenemos 8_7* = 075 = 0, necesariamente debemos tener
que O_K? = 0, es decir,

aJ%(FleaFQ + F02Fy) = 0. (3.13)
Para mostrar que en realidad este es el caso, primero observe que
F02Fy = <F19aﬁg>1 + <F19aF2>3,
By Fy = (PR )+ (FabFy ) .

Luego, sumando las ecuaciones anteriores, los términos <F19aﬁ'2>3 y <F29af71>3 se

cancelan y obtenemos
FleaFQ + Fgeaﬁl = <F19aF2 + FQGaF1>1 .

Retornando a la ecuacién (3.7) vemos que necesitamos solamente calcular 8 <F W02 Fy + FR02Fy >1.

Asi tenemos,

. <F19aF2 + F203F1>1
- <a (Fleaﬁg) 4o (eraﬁl) >0
= <9bDeb (F103F2> +0PD,, (eraﬁl)>0

o bien 3 3
0. <F19aF2 + FQHaF1>1

= <(0bD5bF1) HaFQ + QbFlDEb (Qa) FQ + 0bF10aDebF2

+ (GbDeng) Gaﬁl + QbF2Deb (ea) Fl + QbFQQaDebF1>O .
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Por otro lado, desde la ecuacién (3.1) tenemos
O°De F1 =8F =0 y  0PD, Fo=8F=0 (3.14)

y recordando que 6% = 65dz" y ep = 60/ 0x*, tenemos que D, 0* = 0. Entonces, la
ecuacion (3.13) puede ser escrita como

1 _ . 1 _ _
0.3 <F19aF2 + FgQaF1>1 =2 <9bF19aDebF2 + engaaDebF1>O (3.15)

Ahora examinemos el término <9bF193Deb Fy + HngﬂaDeb F 1> . Primero ob-
serve que 0

0° (Fi6°De, Fo) = 0° (F6°D, Fy) +0° (FioDo ),
= gb, <F19aDebF2>1 40P A <F19aDebF2>1
+6P, <F19aDebF2>3 + 6P A <F10aDebF2>3 .

Entonces

(PR D r) =0 (F0°De, ).

- FleaDebF2>1 LoP

donde hemos usado el simbolo (Deb]*:b) 0P .= Fgg Ya que 13'2(5 = (5_};)
tenemos <9bF19aDebF2>o = 0. Anélogamente obtenemos que <9bF20aDebF1>0

y asi

= 0’
<0bF19aDebF2 + eberaDebF1>0 = 0. (3.16)

Finalmente, sustituyendo la ecuacién (3.16) en la ecuacién (3.15) tenemos
1 . .
9.3 <F19aF2 + FQGaF1>1 = 0. (3.17)

Por lo tanto, hemos probado que en realidad, d® = 0, o lo que es lo mismo,
que
dxK? =0,

y como estamos en el espacio tiempo de Minkowski, el lema de Poincaré implica que
el campo 3-forma K2 € sec A>T*M < sec C€(M,n) debe ser exacto, es decir

w2 = dxS?, (3.18)
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648 = —K2. (3.19)

Continuando con la demostracién, debemos determinar explicitamente xS2.
En realidad probaremos que S? difiere de

1 ~ ~
s = 1d (Ale)aA2 + AzeaAl) (3.20)

por no mds que un término "gauge"dL? donde L? € sec /\3T*M — secCl(M,n) y
donde Ay, Ay € sec N'T*M < secCU(M,n) son los potenciales electromagnéticos
correspondiente a los campos F} y Fs, es decir, dA; = F,dAy = F3.

Primero note que

A0 Ay + Ag02 A, = (aa : ,12) Ap + Ap (ea A ,12)
+ (ea : ,11> Az + As (ea A Al) € sec \'T* M.
Entonces
d (Alei% + Azaaﬁl) = <Aleaﬁz + Agb A,
d

(Aleaﬁg + Ageaﬁll) >

Il
T~ &

.
Ahora investigemos el término <8 (A19ag2) >2. Tenemos,
a (AleaAQ) = 0D, (Aleaﬁg)
— b ((Debfh)eaﬁ2 + Ay (Do, 60%) Az + AleaDebﬁ2>
— b ((DebAl)eaﬁz + AleaDebﬁg) , (3.21)
es decir,
<a (Aleafxz) >2 - <(9bDebA1)eaZQ>2 + <9bA19aDeb/L>2. (3.22)

Pero,

b a e _ aqg A
(02 410°Do, Ay) =~ (M10°042) .
y entonces la ecuacién (3.22) puede ser escrita como
ay _ b ay . an A
<a (Ale A2>>2 - <(e De, A1)0 A2>2 <A10 8A2>2
= <F19agg + A19aF2>2 .
Podemos también verificar que

<a (Azea;h) >2 - <F29a211 + A29“F1>2.
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Asi
1 - ~
82 = 1 (F0° Ay + 010°F, + B0y + Ax0°F) . (3.23)

Por otro lado, tomando en cuenta que Zg = A, tenemos

Flﬁaﬁg + Ay02F; =2 (F1L9a) A Ay +2 (F1 A Ha) LA,
A102F5 + FQ@aAvl =2 (FQ\_@a) ANAL+2 (F2 VAN Ha) LA

Fleagg + As02F; =2 <(A2 VAN ea) F1>2
A102Fy + Fgﬁaﬁl =2 <(A1 A\ Qa) F2>2 .

Entonces desde la ecuacién (3.23) podemos escribir

S§% = - (A2 NO*) F1 4 (A1 N 0?) Fy), . (3.24)

[NoR

Ahora verifiquemos que 652 = —K?. En realidad,

55 = —8.5% = 18, ((A3 A 0%) Fy + (A1 A 02) F),

1 (3.25)
=—35(0((A2N02)F1) + O ((AL N O*) Fy)),
y tomando en cuenta que De, (A2.60?) = D, (A2 -6*) =0, podemos escribir
O (A A O2) = 6PD,, (Ag A 62 + A9,02) = 6P D, (A262), (3.26)

asf la ecuacion (3.25) puede ser escrita, una vez que K? (ecuacién (3.7)), como

1

08? = —5 <8 (AQGaFl) +0 (A16aF2))1 (327)
1
. 75 <F29aF1 + FlgaF2>1
1 - -
= —5 <F19aF2 + eraF]_>1 = —’Ca,

que es lo que desedbamos probar.
Es importante notar, que en vista de las ecuaciones (3.20) y (3.27) los S*
satisfacen también un sistema de ecuaciones tipo Maxwell

0S8? =K? & dS? =0, 65* = —K2. (3.28)

La importancia de este hallazgo es que ahora el teorema de Green generaliza-
do para los campos de forma diferencial (véase la identidad de Green generalizada
en 3.6.1) puede ser usado para determinar el comportamiento de S?, una vez que
conocemos las condiciones iniciales y de contorno.
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3.1.2. Aditividad de la Energia y Momento de las Configuraciones de dos Campos
Electromagnéticos

En esta seccidn, el cilindro canénico y sus subvariedades fronteras, descritos en
3.1.5, serdn usados. Empezaremos recordando que desde las férmulas #72 = «7* +
* T3 ++K2 ,dxT2 =0, dxT? =0,dxT =0y d«K? = 0 podemos usar el teorema
de Stokes para escribir
* K2 + /
B

Oz/d*lCa:—/
N B

—_/ *ICa+/ *ICa—f—/ * K2, (3.29)
By Bo B}

desde aqui se sigue que
/ *ICa:/ *ICa—l-/ * KC2. (3.30)
B B> B

/
3

*ICa—i—/ * K2
B

/ !
2 3

Ahora, si tomamos en cuenta la ecuacién (3.7) la cual define xK?, vemos

inmediatamente que /

* K2 =0 ya que }71|le3 =0y F1|B:,3 = 0. También, del hecho
B

/

3

que xK?|5 = 0 este sigue que / * K# = 0 y obtenemos que
By

/ * K2 =0, (3.31)
Ba

ain si xK?|p, # 0.

Usando estos resultados, podemos calcular la energia total de F' = Fy + F»
contenida en By. Entonces, finalmente tenemos, tomando en cuenta la ecuacion(3.6)
y la ecuacién (3.31), que

/*Ta:/ *<7ga+7;>+/ o K2
Bg B2 B2
— [ e,
By

es decir,
a a a
Pp = Pp + Pp,,

como desedbamos probar.

Resumiendo, hemos probado que la energia y momento de dos configura-
ciones de campos electromagnéticos libres, que satisfacen en cada instante de tiempo
una ecuacién libre de Maxwell con soporte compacto en R? (es decir, con energfa
finita), son aditivos y asf no existe incompatibilidad entre el principio de superposi-
cién de energia y el principio de conservacién de energfa-momento como sugerido
por algunos autores. Es importante mencionar, que nuestra demostracién es realiza-
da en forma relativamente simple debido a la gran capacidad de cdlculo que tiene
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el formalismo de los fibrados de Clifford y en realidad nosotros (autores de [29]) no
vemos como realizar estd demostracién usando el cdlculo vectorial usual de Heaviside-
Gibbs o atin solamente usando el cédlculo de Cartan de formas diferenciales, ya que
nuestra demostracién depende fundamentalmente de la notable férmula para la den-
sidad de energia-momento x72 = %F 02F, la cual es vélida para cualquier configu-
racién del campo electromagnético F' satisfaciendo la ecuacién de Maxwell dF= 0,
por la importancia de esta férmula, realizaremos la demostracién en 1.3.4. También
es conveniente enfatizar que hemos encontrado la existencia de una 2-forma exacta
W2 € sec N> T*M — secCL(M,n) satisfaciendo la ecuacion de Maxwell N2 = T2,
Este hecho, en realidad es un resultado no trivial que serd abordado a continuacién.

3.1.8. Nueva Ecuacion Tipo Mazwell ONV? = T2

Sea xT2 = %*(Fﬁaﬁ) € sec N*T* M — secC(M,n) la densidad de la energfa-
momento de una configuracién del campo electromagnético F' € sec /\QT*M —
secC{(M,n) (OF = 0). Como ya conocemos, tenemos

—6T® = 8T = 0. (3.32)

La ecuacién(3.32) es equivalente a d * 72 = 0 y ya que estamos en el espacio tiempo
de Minkowski debe existir W2 € sec A2T*M — secCU(M,n) tal que

—T3 =56W2
Entonces, nosotros declaramos que:
W2 = dA?, (3.33)
1
A% = —-A0%A
4

donde A es el potencial electromagnético, es decir dA = F.
Para probar nuestra declaracién, en primer lugar note que

APPA = (02 A)A+A(0*NA)
=02 A)A+A(PNA)+AN(G2NA),

y como AAO2 AN A =0, de la férmula anterior tenemos

AGPA = APRA = <Aeaﬁ>1 . (3.34)
Entonces
d (Aeaﬁ) =d <Aeafx>1 = AN (APRA), = (8 (A0RA)), (3.35)
- (HbDebA) 024 + ebAeaDebZ>2 .
Pero,

<9bAaaDebA>2 =P A <AeaDebZ>1 = <A03Debﬁ>1 AP (3.36)
(2 A) ), - (o),

- <Aeaﬁ>2 = (A6PF),.
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Luego desde la ecuacién (3.36) podemos escribir la ecuacién (3.35) como

d (Aeaﬁ) - <Fea,1 + ebAeaF>2 , (3.37)
y como A= A, tenemos

FOA+ 0P APPF =2 (FLO*) NA+2(F AG2) LA
= 2(ANONF =2((ANO*)F),.

Asi, finalmente
d(AG*A) =2((ANO?) F), (3.38)

de donde 1

wa (AAO*)F),. (3.39)

\V]

Ahora, para verificar que §W? = —7? donde,

W2 =9 Wa=L10,((AN0*)F)y =2 (8 (ANO2)F),

~ ~ 3.40
3@ (ar), - HForE), — -3 (FoeF) — treeF, O

note que desde las ecuaciones (3.33) y (3.40) podemos escribir ( W2 = dA? =
—1d(A02A) y F = dA)
aw? =0, W2 = -T2,

WA = T2, (3.41)

Asi, obtuvimos el resultado no trivial que los campos 2-formas W? describiendo la
propagacién de la energia-momento satisfacen una ecuacién tipo Maxwell W2 = 72
con fuente de energia-momento dados por los campos 1-formas 72.

3.1.4. La Notable Formula T, = %FHaF
Ahora probaremos que la densidad de energia-momento *x7, del campo de
Maxwell puede ser escrito in el formalismo de fibrado de Clifford como

*Tq = % * (FO.F) € sec /\3 T*M — secCl(M,n). (3.42)

Para derivar la ecuacién(3.42) empezamos desde el Lagrangiano de Maxwell

1
L= 5F A+F, (3.43)

2
donde F' = %Fabﬂa/\Qb = %Fabﬂab € sec/\ TM — secCL(M,n) es el campo electro-
magnético. Ahora, denotando por § el simbolo variacional (no confundir el sfmbolo
variacional d con el simbolo ¢ de la coderivacién de Hodge), podemos facilmente

verificar que
8 % 0% = §0° A [0 62P].
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Mis atn, en general § y « no conmutan. En realidad, para cualquier A, € sec /\pT*M —s
secCl(M,n) tenemos

[0, A, = 8 x A, — +0.A, (3.44)
= 807 A (Oasx Ap) — %[0 A (0asAy)] .

Multiplicando ambos miembros de la ecuacién (3.44) con A, = F sobre la derecha
por F'A obtenemos

FANO*xF =FAxOF +F N{80% A\ (Qaux F) — %[60% A\ (0asF)]}.

Luego sumando § F AxF' a ambos miembros de la ecuacién anterior, obtenemos

O (FAKF)=20F N*F + 662 N [F A (Baux F) — (0asF) N xF].

Entonces, se sigue (ver, [36, 37] para mayores detalles) que si 0% = —£:62,
para algin difeomorfismo generado por el campo vectorial &, que

_ 0L 1 [F' A (Oaa F) — (0asF) AxF],

*Ta= 5 =3

donde, £¢ denota la derivada de Lie en la direccién del campo vectorial &.
Ahora,

(0auF) ANxF = — % [(0a2F ) F] = —[(0auF) F]T,
y usando también la identidad [36],
(OasF) A+F = 0a(F - F)ry — F A (a0 % F),

obtenemos

% [F A (Oas % F) — (0asF) A<F] = % {0a(F - F)7y — (0aaF) AxF — (6asF) AF}
= % {0a(F - F)7;) — 2(0asF) A *F}
- % {0a(F - F)1y + 2[(0anF)oF )7}

= % <%03(F-F) + (Qa_lF)_nF> = %*(Fﬁap),

donde para escribir la iltima linea usamos la identidad

1 ~ 1
iFnF = (nuF)JF + in(F - F), (3.45)
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cuya demostracién es como sigue

1 1 1
(naF)JF + §n(F -F) = 3 [(naF)F — F(nJuF)] + in(F - F)
1 1
:Z[ FF—FnF—FnF+FFn]+§n(F~F)
1 1 1
= —§FnF +3 [2n(F - F)+n(FAF)+ (FAF)n]+ Qn(F - F)
1 1 1 1
1 1 ~
g T gt

valida para cualquier n € sec /\IT*M — secCl(M,n) y F € sec /\QT*M —
secCl(M,n).

Para completar la demostracién y con la finalidad de mostrar algunos trucos
del célculo en este formalismo, detallamos la demostraciéon que 7, - Oy, = Ty, - Oa.

1 1
Ta- b = 75<F9aF9b>0 = — (FL@a)F9b>0 — 5((0a4F + 64 A F) F9b>0

—~

= —((FL0a)FO)o — 5 ((0aF Fbb)o

N | —

= ((FL02)(FLOy) + (FL0a)(F AOy))o + %<9a(F CF)6P)o — %< 0u(F A F) On)o

= ~((FLba)(Febu))o + 3{(F - F)(6a - 60))0

—_

= —(FLbp) - (FLOa) + = (F - F)(0p - 0a) = T, - Oa.

[\

Observe que
1
Tab = Ta - Op = —1 FacF + ZchFCdﬂab, (3.46)
el cual es un resultado conocido.

De hecho, para el campo electromagnético libre tenemos que d x 72 = 0, el
cual es equivalente a 72 = —8.,72 = 0. En realidad, observe que

0.T?= a%(maﬁ)
1 .
= §<3(F9aF)>o
1 ar; b a I
= S(OF)6"F +6 (FH DebF))O
1 I
= (e (Fe DebF)>0, (3.47)

donde hemos usado que @F = 0. Ahora,
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ob (FeaDebF) = ob <F9aDebF> + b <F0"DebF>3
b

1
= 6P, <F0aDebF 0P A <F0"DebF>1 (3.48)

6P <F98Deb13“>3 +OP A <F9aDebF>3 .
Entonces
(6P (FHaDebF>)O Ly <F9aDebF>1 - <FeaDebF>1 LoP
- <F€aDebF9b>0

—~—

= (F#(0F))o = 0.

aqui hemos usado el sfmbolo (t?AI_;/’) := D,, F6P y el hecho que (SAF') =0.
3.1.5.  Clilindro estandar en el Espacio Tiempo de Minkowski y sus fronteras

Sea N el cilindro estandar (ver figura al final de la secci6én) [40], el espacio
tiempo de Minkowski el cual estd descrito en las coordenadas de Einstein-Lorentz-
Poincaré {z#} naturalmente adaptadas a un referencial inercial I = 9/9z" por

3
N = {( 0t 22 2%)} | Zwixi <r,0<a’< t}

i=1

Las fronteras de IV son las siguientes subvariedades de M,

3 3

B] = {(O,ml,xQ,x3)} | inxi < 7“’} ;. Bj= {(t,xl,:pQ,x?’)} | lexl < r’}
i=1 i=1
3 3

C) = {(O,xl,xQ,a}?’)} \ Zx’a;l = 7”} ;. Ch= {(t, ol 2% 2%} | inxi = 7”}
=1 i=1

3
B; = {(xo,ml,x2,x3)} | szxl =7, 0<2%< t},

i=1

donde Bj es una hiper superficie tipo tiempo y las otras cuatro son hiper superficies
tipo espacio. Definimos también las variedades By C B| y By C Bj

3
By = {(0@17562,333)} | lezﬁ <ry, << r’} ,

i=1
3 . .

By = {(0,x1’$27x3)} | szxl < T, Ty << 7ﬁ/},
i=1

Las cuales contienen respectivamente (ver la figura abajo) las configuraciones de los
campos F(0,x) = F1(0,x)+F>(0,x) y F(t,x) = F1(t,x)+F(t, x).
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Denotando el interior de N por U’ y también introduciendo la subvariedad
U C U’ (ver Figura abajo). La tabla abajo [40], muestra los principales caracteristicas
de las subvariedades anteriores realizada en la seccién principal.

Subvariedad ~ Topologia Orientacién Clausura Causal
Caracter
3 2
U R* desde M jL_Jl Z:LJI o
U’ R4 desde M tipo-tiempo
=U UB/ Ucl
B; (i=1,2) R3 desde U = B UC . .
Bl (i=1,2) R3 desde U’ — , tipo-espacio
7 ) S Bi — BZUCZ
Bs Rx 52 desde U B; = B3U01U02 oo
ipo-tiempo
Bé Rx 52 desde U’ B:'; _ B3UCIUCQ p p

= ) S2 desde B;, no Bs C: =C;
Ci(i=1,2) S2 desde B!, no B} c-=C!

tipo-espacio
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3.1.6. Identidad de Green Generalizada

En esta seccién M es una variedad diferenciable n-dimensional y g es una
meétrica sobre TM (con g la correspondiente métrica sobre T*M) de signatura arbi-
traria (p,q), con p + g = n. Suponemos més ain que A\ T*M es el fibrado exterior y
Cl(M, g) es el fibrado de Clifford de M. Sea P € sec AP T*M — sec C{(M, g), entonces
derivaremos una identidad integral involucrando P, dP y 6P y ademds una distribu-
cién de Green Gz € sec AP T*M @sec \" P T*M que es una generalizacién de la bien
conocida identidad de Green del célculo vectorial clédsico, esta identidad es crucial
para obtener una férmula que resuelve ciertas ecuaciones diferenciales satisfecha por
P.

Sea {77,7;} un par de bases reciprocas ortonormales (con respecto a g)
sec \'T*M — secCl(M,g). En lo que sigue la notacién ¥; (%) significa que es-
tas formas son calculadas en el punto Z € M. Ahora, se introduce la distribucién de
Dirac dz € sec AP T*M @ sec \" P T*M por

/ 53 AP =P () (3.49)

dz tiene soporte solamente en Z. Si {z°} son las coordenadas de una carta del at-
las maximal de M y si elegimos {y7,v;} = {da?, dz; = g;;da’} entonces podemos
facilmente verificar que

(=1pin—>) i1 -
0z = Tdil ..... iy @*d" (T — 7)),
5z —z) = 6(zt — z2Y)....6(z" — "),
diy ...y = dTiy Ao NdT;,, AV = da' AL A datr (3.50)

En la ecuacién (3.50) §(2* — z), i = 1,2,...,n son las distribuciones usuales
(escalares) de Dirac.

La distribucién de Green es supuesta para satisfacer la siguiente ecuacién
diferencial

8°G; = 0G; = —(dé + 6d)Gz = 05 (3.51)

Ahora probaremos la siguiente identidad

—d[0Gz AP — (=1)"PTPTsHL P A %dG). (3.52)
Empezamos con el producto dGz A §P y haciendo algunas transformaciones

sobre éste, usando la definicién del codiferencial de Hodge y algunas otras bien cono-
cidas identidades involucrando el producto exterior, tenemos
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DD+ HLIG A xd x P
1)ttty P A xdGs
DT AP A%dGz) — (—1)"P6dGz AP

dGz N OP = (—1)

(=1)

(=1

(=1)* T d(xP AxdGyz) + (=1)""P[(=6d — d§)Gz A P]
(=1

(=1)

+0G

1)""PdsGz AP
15T d(xP AxdGz) + (—=1)"P6z AP + (—1)"Pd(6Gz A P)
z NdP (3.53)

_|_

desde donde sigue la ecuacién (3.52).
Integrando ambos lados sobre la regién n-dimensional M C M tenemos

M
= (—1)”“’Jr1 / [dGz A 6P — 6Gz A dP]
M
— / d6Gz AP + (—1)"“’+S+1 *dGz A xP] (3.54)
M
Finalmente,

P(F) = (~1)"+P /M [dG A 6P — 3G A dP)]

_ / 5Ga AP — (—1)™PF5 4 4G A %P, (3.55)
oM

Ecuaciones andlogas a la ecuacion (3.55) aparecen en el libro de Thirring [43].
Sin embargo, hay que tomar cuidado, pues comparando las ecuaciones tenemos una
diferencia por un (—1), debido a la definicién del codiferencial de Hodge.
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